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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Potok przeksztalcen harmonicznych a réwna-
nie ciepla

Potok przeksztatcen harmonicznych (ang. harmonic map flow, w skrocie HMF) jest
geometrycznym uogolnieniem klasycznego rownania ciepta, dlatego zaczniemy od omo-
wienia tego drugiego. Zeby od razu zwréci¢ uwage na problemy, ktére pojawia sie
pozniej, przypomne trzy cechy charakteryzujace problem dobrze postawiony w sensie
Hadamarda':

(a) istnieje rozwiazanie problemu;
(b) rozwiazanie to jest jednoznaczne;

(c) zalezy ono w sposéb ciaglty od warunkéw brzegowych.

Zaden z tych warunkéw nie jest tutaj écisle sformutowany, bo (a) nie wiadomo, jakim
pojeciem rozwiazania operujemy, (b) w jakiej klasie zagdamy jednoznacznosci, oraz
(c) w jakiej topologii rozpatrujemy ciagtosé operatora rozwigzania. Mimo to, warto o
nich pamieta¢ jako o podstawowych wtasnosciach, ktoérych oczekujemy od rozwigzan
réwnan rézniczkowych (zwlaszeza tych opisujacych zjawiska fizyczne).

Roéwnanie ciepta w przestrzeni R™ ma nastepujaca posta¢. Majac zadang funkcje
uo: R — R, szukamy funkcji u: [0, 00) x R™ — R bedacej rozwiazaniem

—A = 1
{@u(t, x) u(t,z) =0 dlat >0, (HE)

u(0,z) = up(x).

Funkcja ug petni role warunku brzegowego; w tym kontekscie powiedzielibySmy — po-
czatkowego. Natomiast A jest tutaj oznaczeniem na operator Laplace’a? (lub laplasjan)

Au = 011u + 822U + ...+ 8nnu.

! Jacques Hadamard (1865-1963), francuski matematyk
2Pierre Simon de Laplace (1749-1827), francuski uczony



Nalezatoby zazadad
u, ug = 0, ale niewazne

Zaleznie od kontekstu:
dz = dAn(x) lub
dz = d\p—1(2)

Zgodnie z konwencja, litera t jest tu zarezerwowana dla pierwszej wspoétrzednej (cza-
su), a x = (x1,...,2,) dla pozostalych wspéhrzednych (przestrzennych). Domyslnie
wszystkie operatory rézniczkowe (V, A, ...) bedziemy stosowaé jedynie do wspéhrzed-
nych przestrzennych (czyli do funkeji u(t, -)).

Jak zapewne wszystkim wiadomo, réwnanie ciepta (HE) posiada jawne rozwiazanie:

u(t,z) = /n(47rt)_”/2 exp (— ) uo(y) dy. (1.1)

Standardowymi metodami mozna sie przekonaé, ze (przy niewielkich zatozeniach na
up) tak zdefiniowana funkcja u rozwiazuje réwnanie ciepta (a), a mate zaburzenia
uo daja w rezultacie mate zaburzenia u (c). Da sie tez (znowu — przy odpowiednich
zatozeniach) dowiesé jednoznacznosci rozwiazan (b), czyli faktu, ze dla zadanego uyg
istnieje doktadnie jedno u. Wymaga to jednak tzw. zasady maksimum. Wszystko to
stanowi dobry material do éwiczen (zob. zadania 1.1, 1.2, 1.3, 1.4).

|z —y|?
At

1.2 Interpretacje réwnania ciepta

Potok przeksztatcen harmonicznych stanowi uogdélnienie rownania ciepta na przypadek
warunku poczatkowego ug: M — N dziedzina M i przeciwdziedzina N sg tuta]
dwiema rozmaitoéciami Riemanna®. Zeby sensownie okresli¢, czym takie uogdélnienie
miatoby by¢, trzeba przyjrzec sie samemu rownaniu ciepta. Jak sie okaze, nie wszystkie
interpretacje pozwalajg na takie uogélnienie, ale i tak warto je znac.

Interpretacja fizyczna

Funkcja uy modelowa¢ bedzie zadany rozktad ciepta na R™ w chwili 0. Funkcja u
opisuje wowczas szukany rozktad w dowolnej chwili ¢ > 0. Ustalmy jakis gtadki obszar
2 C R"™. Oczekujemy wowczas, by zmiana w czasie [, u dx, czyli lacznego ciepta w €2,
odpowiadata ucieczce ciepta przez brzeg. Zaktadajac, ze lokalny przepltyw ciepta jest
proporcjonalny do —Vu (zgodnie z zasada, ze ciepto przechodzi z miejsc cieplejszych
do chlodniejszych), oznacza to réwnosé

8t/udx: Vu-nde.
Q a0

Wchodzac z rézniczkowaniem pod znak caltki z jednej strony, a stosujac twierdzenie
Gaussa o dywergencji [Str12, Lem. 7.55] z drugiej, otrzymujemy stad

/@udx:(‘?t/udx: Vu-ﬁdx:/div(Vu)dx:/Audx.
Q Q o0 Q Q

Ostatnie przejscie jest czysto notacyjne, jesli przypomnimy sobie, ze gradient u to
pole wektorowe Vu = (dyu, ..., d,u), dywergencja pola V = (V1 ... V") to funkcja
divV =0,V + ... +9,V", alaplasjan u to funkcja Au = Oj1u + Ooott + ... + Oppu.

Wiemy zatem, ze catka [,(0yu — Au) dx jest zerowa dla dowolnego obszaru € (i
dowolnego momentu ¢ > 0). Wynika stad, ze funkcja podcatkowa musi byé po prostu
zerowa, i w ten sposoéb wyprowadzilismy roéwnanie ciepta. Opis ten nie pozwala jednak
na pozadane uogolnienie.

3Bernhard Riemann (1826-1866), niemiecki matematyk



Interpretacja dyskretna

Dla uproszczenia przyjmijmy n = 1. Dla jeszcze wiekszego przyblizenia — ze ug: Z — R
oraz u: N x Z — R. Wartosci u(t,n) odpowiadaja tu temperaturom poszczegdlnych
punktéw kraty. Przyjmijmy, ze ciepto z n moze uciec bezposrednio jedynie do sasied-
nich punktéw n=+1, i czyni to z intensywnoscia proporcjonalng do réznicy temperatur.
W chwili £ 4+ 1 temperatura punktu n wynosi wiec

ult+1,n) = wult,n) +3ut,n—1)—u(t,n))+3(ult,n+1)—utn))

v -
temp. w chwili ¢ ciepto z n—1 ciepto z n+1
u(t,n —1) +u(t,n+1)
5 .

Ten punkt widzenia ma te oczywista zalete, ze wtasnie otrzymaliSmy jawny wzor na
rozwigzanie.

Aby moc zastosowaé opisany wyzej model dyskretny do przypadku cigglego, mo- Dilaczego przyjmujemy
zemy zagescié krate. Wezmy mianowicie duze k € N i przyjmijmy ug: 1Z — R oraz lﬁzzszizﬁsflvfi‘;i‘s‘lg
Ug : k%N X %Z — R. Oznacza to, ze krok przestrzenny ma wielko$¢ 1/k, a krok czasowy ’ '
1/k*. Réwnanie pozostaje takie samo:

up(t,x — ) + up(t,z + 1)

up(t + 5, @) = 5 : (1.2)

Przy k — oo ciag funkeji uy zbiega do u bedacego rozwiazaniem (HE). Dobrym ¢wi-
czeniem jest przekonaé sie samodzielnie, dlaczego i w jakim sensie (zadania 1.6, 1.7).

Powyzsze skalowanie ttumaczy, dlaczego réwnanie ciepta przenosi informacje z nieskon-
czona predkoscia. Innymi stowy: dlaczego warto$é u(t,0) zalezy od wartosci ug na calym
R™, a nie tylko na malej kuli wokdt zera.

Dobrym ¢wiczeniem jest tez zastanowienie sie, jak przenies¢ takie dyskretne roz-
wazania na funkcje o wartodciach w rozmaitosci, np. w S? C R3. Jest to mozliwe, ale
wybierzemy inng droge.

Interpretacja probabilistyczna

Réwnanie ciepta (HE) mozna otrzymaé, przyjmujac, ze ciepto sklada sie z nieskon-
czenie wielu czastek ciepta, z ktérych kazda porusza sie zgodnie z procesem Wienera®
(ruchem Browna®). Czastka startujaca z punktu x po czasie t > 0 znajduje si¢ wige w
(losowym) punkcie = + W;; ma on rozklad normalny ze $rednig x i wariancja t.

Poczatkowy rozktad ciepta uy mozna interpretowac jako rozktad zmiennej losowej By¢ moze powinnismy
Xo, opisujacej polozenie losowo wybranej czastki. Polozenie losowej czastki w chwili zalozy¢ ug >0 [uo =1,
t > 0 jest wtedy opisane zmienng X; = Xy + W, ktorej rozktad mozna obliczy¢ jako ale niewazne
splot:

(27t) ™% exp <—W> woly) dy.

u(t,x) = uo * g0 () = / 2t

n

4Norbert Wiener (1894-1964), amerykanski matematyk (ale jego ojciec urodzit si¢ w Bialymstoku)
®Robert Brown (1773-1858), szkocki botanik



Jak widaé, otrzymany wzor zgadza sie z (1.1) z doktadnoscia do przeskalowania czasu.
Istotnie, powyzsza funkcja u jest rozwigzaniem réwnanie Oyu — %Au = 0.

Zwigzek miedzy rownaniem ciepta a procesem Wienera — lub ogdlniej, miedzy row-
naniami parabolicznymi a procesami stochastycznymi — opisuje réwniez twierdzenie
Feynmana-Kaca®. W najprostszym przypadku daje ono

u(t,z) = Eug(x + W),

co oczywiscie jest tozsame z wezesniejszym wynikiem (zadanie 1.9). Natomiast sama
metoda dowodu, oparta na wzorze It6”, pozwala pracowaé réwniez z rozwigzaniami
réwnania niejednorodnego Oyu — Au = f (z zadanym f) oraz na dowolnej dziedzi-
nie w miejsce R" (zadanie 1.10). Okazuje sie ona owocna np. w kontekscie dowodu
parabolicznej nieréwnosci Harnacka.

Warto zwréci¢ uwage na dyskretny przypadek opisanej tu interpretacji probabilistyczne;j.
Dla dziedziny N x Z w miejsce [0,00) x R" mozna mianowicie zastapi¢ proces Wienera
btadzeniem losowym, otrzymujac w ten sposéb model oméwiony wczesniej.

Zaktadajac, ze mamy do dyspozycji proces Wienera na rozmaitosci M, powyzsza
konstrukcja daje nam uogélnienie réwnania ciepta na przypadek u: [0,00) x M — R.
Moze tez przy okazji postuzyé¢ do okreélenia operatora Laplace’a-Beltramiego® A .
Nie pomaga jednak w przypadku innej przeciwdziedziny.

Potok gradientowy

Zwrbémy nasza uwage na wielkosé

1
E(u) = §/Rn |Vul? dz,

ze wzgledéw historycznych zwang energig Dirichleta’. Mozna patrzeé na nig jako na

funkcje z przestrzeni
X ={ue CYR") : BE(u) < oo}

w liczby rzeczywiste. Przyjmujac, ze réwnanie ciepta stanowi ewolucje vy w kierunku
najszybszego zmniejszenia energii, mozemy zapostulowac¢, ze u powinno by¢ funkcja
u: [0,00) — X spehiajaca u(0) = ug oraz du = —V E(u). Sciste sformutowanie tego
rOwnania wymaga pokonania pewnych trudnosci technicznych, wiec jest przesunicte
do zadan 1.11, 1.12, 1.13; tutaj ograniczymy sie do formalnego wyprowadzenia.

Zauwazmy najpierw, ze dla funkcji f, g: R™ — R odpowiednio szybko znikajacych
w nieskonczonodci zachodzi nastepujaca tozsamosé:

/RnAf-gdx:jz:l/Rnajjf~gdx:—;/}Rnﬁjf-ajgdx:—/Ran-ngx,

SRichard Feynman (1918-1988), amerykanski fizyk
Mark Kac (1914-1984), polsko-amerykanski matematyk (emigrowal w 1938)
"Kiyosi Itd (1915-2008), japonski matematyk
8Eugenio Beltrami (1835-1900), wtoski matematyk
9Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), niemiecki matematyk



opierajaca si¢ na calkowaniu przez czeSci wzgledem wspotrzednej z;. Biorac teraz
dowolng funkcje u: [0,00) — X, otrzymujemy

1
O E(u) = 5& /Rn |Vul? dz

= Vu-0,Vu dx

R

= Vu-Vou dx

Rn
= — Au - O dx
Rn
2 _”Au||L2(RTL)||atu||L2(RTL).

W powyzszym oszacowaniu réwnos¢ zachodzi doktadnie wtedy, gdy te dwie funkcje
sa proporcjonalne: dyu = c(t)Au dla pewnej stalej ¢ (zaleznej od t). To motywuje
wprowadzenie réwnania ciepta jako dyu = Awu; wiecej szczegdtow mozna znalezé w
zadaniach 1.11, 1.12, 1.13.

Interpretacja rownania ciepta jako potoku gradientowego energii Dirichleta przenosi
sie bez zmian na przypadek przeksztalcenn miedzy rozmaito$ciami: ug: M — N oraz
u: [0,T] x M — N. Postuzy nam wiec jako punkt wyjscia.

1.3 Czym jest potok przeksztalcen harmonicznych
(zapowiedz)

Satysfakcjonujace oméwienie choéby najprostszych wlasnosci potoku przeksztatcen har-
monicznych wymaga pewnych technicznych przygotowan: glebszego wejécia w réwnanie
ciepta oraz przypomnienia podstawowych poje¢ geometrii rézniczkowej. Dlatego w tym
podrozdziale jedynie zasygnalizuje droge, jaka jest do pokonania. Na $cistos¢ jeszcze przyj-
dzie czas.

Zarysowana wyzej konstrukcja potoku gradientowego opiera si¢ na operatorze Eulera-
Lagrange’a!®. W ogélnosci, jeéli £ jest funkcjonatem — czyli funkcja przyjmujaca funk-
cje jako argumenty — oraz

OB (u) = /Eu - Ou dz,

to operator Lu nazywamy operatorem Eulera-Lagrange’a dla tego funkcjonatu. Wspo-
mnijmy kilka przyktadow:

e Jak juz sie przekonalismy, dla E(u) = %f |Vul? dz mamy Lu = —Au.
e W ogélniejszym przypadku, gdy F(u) = [ F(Vu) dz, mamy Lu = — div(VEF(Vu))
(zadanie 1.14).
1

e Dla energii Dirichleta E(u) = 5 [ |[Vu|* dz i funkeji o wartosciach w rozmaitosci

Riemanna N, operatorem Eulera-Lagrange’a jest —A v u.

0L eonhard Euler (1707-1783), szwajcarski uczony
Joseph Louis Lagrange (1736-1813), wlosko-szwajcarski uczony



W literaturze mozna
spotkaé rézne konwencje,
jesli chodzi o znak A

Powyze] Ay u jest odpowiednio uogdlnionym operatorem Laplace’a, ktérego
nawet tu nie zdefiniuje. Zwréémy jednak uwage, ze dyu(t, z) jest wektorem stycznym
do N w u(t, x), wiec zeby nadaé iloczynowi Lu - dyu sens iloczynu skalarnego, Lu(t, x)
rowniez musi by¢ wektorem stycznym. Inaczej w ogdle nie ma sensu.

Sprowadzajac rozwazania na bardziej elementarng ziemie, przyjmijmy, ze M = R"”
jest po prostu przestrzenia euklidesowa, a N C R? jest podrozmaitoécig przestrzeni
euklidesowej. Wtedy mozemy wykorzysta¢ poprzedni rachunek:

OE(u) =— Au - O dr = — ATu - du dz,
Rn R"
zamieniajac wektor Au(t,z) € R? na ATu(t,z) € T, N — jego rzut na przestrzen
styczna do N w u(t, ). Korzystamy w ten sposob ze stycznosci wektora dyu(t, ).

Uzyskalidmy dzieki temu zewnetrzny opis Aaa u i mozemy sformutowaé réwnanie
potoku przeksztatcen harmonicznych nastepujaco:

dwu(t,z) — ATu(t,z) =0 dlat >0,
u(0,x) = ug(x).

Jak sie okaze, problem ten jest bardzo Zle postawiony w sensie Hadamarda:

(a) Istnienie rozwiazania u: [0,00) x R" — A klasy C? mozna zagwarantowac jedy-
nie dla szczegdlnych wyboréw N, albo jedynie na krotkim przedziale czasowym
[0, 7], albo jedynie w stabym sensie (dopuszczajac rozwiazania nieciagte).

(b) Sa przyktady danych poczatkowych wg, dla ktérych istnieje wiele rozwiazan.
Jednoznacznos¢ jest znana dla odpowiednio regularnych wug, ale réwniez tylko
dla krotkich czaséw rozwiazania.

(c) Pytanie o stabilno$¢ ma sens jedynie wtedy, gdy rozwiagzania sa jednoznaczne.
W zwiazku z tym znane wyniki dotycza jedynie regularnych wug i krétkich czasow
rozwigzania.

Podana wyzej posta¢ réwnania potoku przeksztalcen harmonicznych nie wyjasnia,
skad te wszystkie trudnosci. Z pomocg przychodzi tzw. druga forma podstawowa. Dla
ustalonego p € N jest to symetryczna forma dwuliniowa A,: T,N x T,N — (T,N)*.
Pozwala ona dla dowolnego pola stycznego V na N rozlozy¢ pochodng kierunkows V'
(w kierunku wektora stycznego W) na czesé styczna i prostopadta:

OwV(p) = (OwV(p)' — A,(V,W).

ETLN E(TpN )+

Poniewaz druga pochodna 9;;u stanowi pochodna kierunkowa pola stycznego 0;u
w kierunku 9;u, otrzymujemy 0;;u = (9;;u)" — A,(9;u, d;u) i w konsekwencji

Ohu — Au= O — ATu + Z A, (Oju, Oju) = Z A, (0ju, Oju).

j=1 j=1

Prawa strona zalezy nieliniowo od przeksztalcenia u i jego pochodnych. Ta nieliniowo$¢
— majaca swoje zrodlo w geometrycznym wiezie u(z) € N — jest fundamentalnym
powodem, dla ktérego rozwigzania moga tworzy¢ osobliwoéci w skonczonym czasie.

Warto samodzielnie przesledzi¢ podobny fenomen dla réwnan zwyczajnych (zadanie
1.15), oraz wyprowadzi¢ jawna postaé¢ réwnania dla N' = S? C R? (zadanie 1.16).

10



1.4 Zadania

Zadanie 1.1. Dla zadanego ug definiujemy rozwigzanie réwnania ciepta u wzorem
lz—y|?

(1.1) u(t, ) == (4nt)™2 [ e~ 7 up(y) dy. Sprawdzi¢, ze

(a) jesli ug: R™ — R jest jednostajnie ciggta i ograniczona, to u(t, ) =9, uo(x)
jednostajnie;
AT n t—0 1 n

(b) jesli ug € L*(R™), to u(t, ) — ug w L*(R™);

(¢) w kazdym z tych przypadkéw O,u — Au = 0 dla ¢t > 0.

Zadanie 1.2. Przekonaé sie, ze wzor (1.1) jest stabilny ze wzgledu na zaburzenie
danych poczatkowych: jesli u, v sg rozwigzaniami odpowiednio dla ug, vy, to woéwczas

u(t,) —v(t, )| er@ny < [Juo — vollLr@n) dla dowolnego 1 < p < .

Zadanie 1.3. (zasada maksimum) Niech 2 C R" bedzie ograniczonym obszarem oraz
niech Qr := (0,7) x Q. Jedli ciggla funkcja u: Qr — R jest gtadka w Qp oraz jest
podrozwigzaniem réwnania ciepta dyu — Au < 0, to

Sup 4 = max u,
ﬁ apQT
T

gdzie 0pQy = {0} x QU [0, T] x 0N jest tzw. brzegiem parabolicznym.

Wskazowka. Zatozyé najpierw dyu — Au < 0. Rozwazajac funkcje u — et na dziedzinie
Qr_., pozby¢ sie dodatkowych zalozen.

Zadanie 1.4. Zalézmy, ze u: [0, T]xR" — R rozwigzuje rownanie ciepta dyu—Au = 0,
a ponadto jest funkcjag ciagta, ograniczona, a dla ¢ > 0 réwniez gtadka. Wowcezas

sup u = sup u.
[0,T]xR™ {0} xR"

Wywnioskowaé, ze dla funkcji danych poczatkowych ug € Cy(R™) wzér (1.1) zadaje
jedyne rozwigzanie rownania ciepta w klasie funkcji ciggtych ograniczonych.

Wskazowka. Zastosowaé na duzej kuli Bg zasade maksimum dla funkcji v = u — e,
gdzie ¢(t,x) = (2T — t)™™? exp(—|z|?/4(2T —t)).

Zadanie 1.5. (nieskoniczona predko$é propagacji) Zatézmy, ze ug > 0 jest funkcja
ciagta i ograniczona, u # 0. Wowczas rozwiazanie u zadane wzorem (1.1) spelnia
u(t,x) > 0 dla wszystkich t > 01z € R™.
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Zadanie 1.6. Dla funkcji v: ¢Z — R wprowadzmy oznaczenie Dv(x) := M

(dyskretna pochodna). Wykazaé, ze jesli funkcja wuy: %Z — R spelnia ograniczenia
luo(x)], | Dug(z)|, |DDug(x)| < C dla dowolnego & € 17Z, to rozwigzanie dyskretnego
réwnania ciepia uy (zadane wzorem (1.2)) réwniez spelnia te same ograniczenia, a

up (42 o) —ug (t,)
2o < C.

ponadto

Zadanie 1.7. Niech ug: R — R bedzie funkcja, dla ktérej |ugl, |ug|, |ug| < C. Okresl-
my rozwigzania dyskretne wuy,: k%N X %Z — R wzorem (1.2). Wykazaé, ze mozna je
przedtuzy¢ na zbiér [0,00) x R — R w taki sposéb, by pewien podciag zbiegal nie-
mal jednostajnie do ciaglej funkcji u: [0,00) x R — R. Sprawdzié, ze granica spetnia
rownanie ciepta w sensie lepkosciowym, to znaczy:

Voeco @(t,x) = u(t,z), ¢ > u na otoczeniu (¢, z)
— plt,7) — LAt ) <0,

Voeoo  ¢(t,x) = u(t,z), ¢ < u na otoczeniu (¢, )
= Owp(t,x) — 1 Ap(t,z) > 0.

Wskazowka. Wykazaé, ze dla duzych k, ¢ — u; musi mie¢ lokalne minimum blisko

(t,x).

Zadanie 1.8. (twierdzenie graniczne de Moivre’a-Laplace’a) Przy oznaczeniach z po-
przedniego zadania: wyznaczy¢ jawny (nie rekurencyjny) wzér na uy i w granicy wy-
prowadzi¢ wzér (1.1) na wu.

Zadanie 1.9. (wzér Feynmana-Kaca) Wykazaé, ze jesli u: [0,00) x R" — R jest
ciaglym i ograniczonym rozwiazaniem réwnania ciepta dyu — %Au = 0 z danymi po-
czatkowymi ug, to

u(t, z) = Eug(x + Wy).

Wskazéwka. Przy ustalonych ¢ i x, zastosowaé wzér It6 dla procesu X, = u(t—s, z+Ws).

Zadanie 1.10. (a) Jesli funkcja ciagta ograniczona u: [0, 00) x R" — R rozwigzuje
niejednorodne réwnanie ciepta O;u — %Au = f z danymi poczatkowymi ug, to

u(t,z) = Eug(x + W) + /OtEf(t — s, Wy) ds.

(b) Jesli funkcja ciggta ograniczona u: [0,00) x  — R rozwigzuje réwnanie ciepta
O — %Au = 0 na gtadkim obszarze () C R" z danymi poczatkowo-brzegowymi
g:I' > R, to

u(t,z) =Eg(t — 1,2+ W,),

gdzie I' = ({0} x Q) U ([0,00) x 0R) jest parabolicznym brzegiem rozwazanej
dziedziny, a 7 jest minimum z t oraz czasu dojscia x + W; do 0.
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Zadanie 1.11. Zalézmy, ze funkcja £ € C°(R") ma zwarty nosnik (czyli £ € C°(R™))
lub jest 1-okresowa wzgledem kazdej ze wspohrzednych (czyli E € C*(T")). Wykazaé,
ze dla dowolnego uy € R™ réwnanie

{u'(t) = —VE(u(1)),
u(0) = g

(a) ma gladkie rozwiazanie u: [0,00) — R";

(b) LE(u(t)) = —|VE(u(t))|?, w szczegdlnosci E(u(t)) jest funkcja nierosnaca;

(c) jesli C:={z € R": VE(x) = 0} jest zbiorem punktéw krytycznych E, to
dist(u(t), C) =2 0.

Wskazowka. Dla kazdego p ¢ C pokazaé, ze jesli trajektoria u przechodzi przez pewne
male otoczenie B,.(p), to po pewnym czasie wychodzi i juz nie wraca.

Zadanie 1.12. (stabe sformutowanie réwnania Laplace’a) Niech g € C'(B"). Zalézmy,
ze w klasie funkcji

{v cC'(B")NC@B") v‘aﬁ =g, / |Vol* do < oo}
n ]Bn
najmniejsza energie Dirichleta [5. |Vu|? ma funkcja u. Wykazaé, ze
VuVepdr =0  dla wszystkich p € C}(B").
B

Jesli u € C?, wywnioskowaé stad réwnanie Laplace’a Au = 0 w B".

Wskazéwka. Rozwazy¢ minimalizacje funkcji ¢ — [g. |V (u + tp)|?.

Zadanie 1.13. Niech ®: H — R bedzie ciagla wypukta funkcja na przestrzeni Hil-
berta H. Dla v € H definiujemy podrézniczke 0®(u) jako zbidr

0P(u) ={v € H : Vyen P(u+w) —P(u) = (v,w)}.

(a) Wyznaczy¢ 0®(0) dla ®(x) = z? oraz ®(x) = |z| (tutaj H = R).
(b) Wykazac, ze jedli ®: R — R jest wypukla funkcja klasy C*, to 0®(u) = {V®(u)}.

(¢) Wykazaé, ze w ogélnosci (gdy H jest dowolng przestrzenia Hilberta) 0®(u) za-
wsze jest zbiorem niepustym.

(d) W przypadku H = L*(R") i ®(u) = % [ |Vu|? sprawdzi¢ formalnie, ze 0®(u) = {—Au}.

2

Wskazowka. W punkcie (c) skorzystaé z twierdzenia o oddzielaniu dla zbioréw {(z,t) : t > ®(x)}
i{(u,®(u))} w przestrzeni H ® R.
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Zadanie 1.14. Przekonac sie, ze operatorem Eulera-Lagrange’a dla funkcjonatu
E(u) = /F(Vu) dz
jest Lu = —div(VF(Vu)). Innymi stowy, sprawdzi¢ réwnosé
O,E(u) = — / div(VE(Va)) - du de
(przy odpowiednich zalozeniach na regularnosé w).

Zadanie 1.15. Dla kazdego z ponizszych réwnan zwyczajnych wyznaczy¢ rozwigzanie
u: [0,7) — oo na maksymalnym mozliwym przedziale okreslonosci:

{u((g =1 {u(()_ 1 {u((g =1 {u((; =1

W ktorych przypadkach T'= oo, a w ktorych T < oo?

Zadanie 1.16. W przypadku, gdy N = S? C R?, z réwnania potoku przeksztaltcen
harmonicznych d,u — ATu = 0 wyprowadzi¢ réwnanie

O — Au = |Vul*u
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Rozdziat 2

Ro6éwnanie ciepta

2.1 Wyprowadzenie jadra cieptla

Dla kompletnosci wywodu wyprowadzimy tu wzoér (1.1) na rozwiagzanie réwnania cie-
pta. Ten podrozdzial Smiato mozna omingé¢, ale warto spojrze¢ na wprowadzong tu
notacje — bedzie ona uzywana w catej reszcie skryptu.

Jesli znamy juz wzér (1.1), to bardzo tatwo jest sprawdzié¢, ze faktycznie daje on rozwiaza-

nie (zadanie 1.1). Tutaj odpowiemy jednak na pytanie, jak do tego wzoru dojsé. I znowu,
mozliwych drég jest wiele (zob. [EvalO, Ch. 2.3.1a] oraz [Eval0O, Ch. 2.5, Pb. 13]), tuta]
opisuje zaledwie jedna z nich [Eval0O, Ch. 4.3.1b, Ex. 2]).

Zat6zmy, ze funkcja u jest rozwiazaniem réwnania ciepta (9, — A)u = 0. Zastosu-
jemy transformate Fouriera! wzgledem wspoétrzednej przestrzennej:

Fu(€) ::/ e @8y (x) da.

Whprost z definicji tatwo sprawdzié¢, ze F(0,,u) = i Fu (zadanie 2.1), a stad
F (Onyapv) = & F (O u) = =& Fu,
F(Au) = — En:ﬁz]:u = — €2 Fu.
k=1
Transformate pochodnej czasowej wyznaczamy (przynajmniej formalnie), wchodzac
z rozniczkowaniem pod znak calki:
F(Opu) = Oy Fu.

Oznaczajac — zgodnie z utartym zwyczajem — Fu przez 4, z rOwnania ciepta (0,—A)u = 0
wnioskujemy teraz

Oznacza to, ze dla kazdego punktu & € R"™ z osobna funkcja u(t, §) spelia réwnanie
rozniczkowe zwyczajne

a(0,8) = uo(8),

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematyk i fizyk

{ath(t? g) = _|§|2ﬂ(t7 5),
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W przypadku rozmaitosci

splot p: * ug nie ma sensu,
ale calka

S (@ y)uoly) dy

juz owszem

ktére tatwo rozwiazujemy: a(t, ) = e " T5(€). Pozostaje zastosowaé odwrotng trans-
formate Fouriera, by uzyskaé¢ jawny wzor na u.

W tym celu przypomnijmy inng podstawowa wlasnosé: F(p*u) = Fp- Fu. W na-
szym przypadku oznacza to, ze

w— Fl (e_t|§|2176) _ F1 (e—t\EIQ) L (W) = pr * up.

Oczywiscie wymaga to obliczenia transformaty (wlasciwie: odwrotnej transformaty)
funkcji et *, ale jest to klasyczny rachunek (zadanie 2.2), w wyniku ktorego uzyskuje
sie tzw. jqdro cieptla
2
pt(l') = (47Tt)7n/2 exp <_|i1|‘;> . (21)
Zaleznie od sytuacji, funkcje te bedziemy zapisywaé jako pi(x) lub p(t, z). Bedziemy
réwniez uzywaé oznaczenia p; na funkcje dwoch zmiennych p(z,y) = pi(x — y).

Jadro ciepta nazywane jest rowniez rozwigzaniem fundamentalnym, gdyz spetnia

Op —Ap =0,
po = 0o-

Pierwszy z warunkéw mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Drugi nalezy ro-
zumie¢ jako zbieznosé p; — dy w sensie dystrybucji, a wiec w tym przypadku — jako
staba-* zbiezno$¢ miar p,(x) de — ddy(z).

Rozwiazanie réwnania ciepta czesto bedziemy zapisywali przy uzyciu notacji pot-
grupowe;j:

u(t, x) = Hyug(x) = /Rn pi(x —y)uo(y) dy. (2.2)

Rodzina operatoréw H; nazywana jest pélgrupa ciepta, a to ze wzgledu na nastepujace
wlasnosci:

HO = ld, HtHS = Ht+s dla t, s > 0.

Pierwsza jest oczywista — odpowiada rozwigzaniu rownania ciepta z danymi poczatko-
wymi ug, a nastepnie ewaluowaniu rozwigzania dla ¢ = 0. Druga odpowiada wystarto-
waniu od wug i odczekaniu czasu s (zgodnie z ewolucja zadana przez réwnanie ciepta),
a nastepnie wystartowaniu od otrzymanej funkcji i odczekaniu czasu t. Zgodnie z fi-
zyczng intuicja, powinno to daé¢ ten sam wynik co wystartowanie od ug i odczekanie
czasu t + s. Sciste uzasadnienie opiera sie albo na jednoznacznosci rozwiazan (co jest
mozliwe przy dodatkowych zalozeniach, zob. zadania 1.3, 1.4), albo na bezposrednim
rachunku (zadania 2.3, 2.8).

2.2 Podstawowe wlasnos$ci rozwigzan

Twierdzenie 2.1. Niech ug € Cy(R™) bedzie ograniczong funkcjq ciggla. Wowczas
funkcja u zadana wzorem u(t,x) = py * ug(x) (1.1) ma nastepujgce wlasnodci:

(a) jest gladka w obszarze (0,00) x R";

(b) spetnia w tym obszarze réwnanie ciepta (0y — A)u = 0;
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(¢) przedtuza sie do funkcji cigglej na [0,00) x R™ wzorem u(0, z) = ug(z).

Dowdd. (a) Gdy ustalimy 0 < A < A < o0, to mozemy sie przekonaé, ze kazda
pochodna D%p (dla dowolnego wielowskaznika «) na [\, A] x R™ szybko zanika w
nieskonczonosci, co uzasadnia mozliwos¢ przejscia z pochodna pod znak catki, co daje
D%y = (D%p) * ug na tym obszarze.

(b) Z punktu (a) wiemy, ze (0; — A)u = ((0; — A)p) *up, a wiec problem sprowadza
sie do tozsamosci (0, — A)p = 0, tatwej do sprawdzenia poprzez bezposredni rachunek.

(c) Zalézmy, ze |up| < C na R™. Wowczas dla ustalonego punktu (0, zy) mamy

u(t,2) = uo(ao)| = | [ il = )(u0y) = uo(wn)) dy

< pe(x — y)|uo(y) — uo(wo)| dy
lz—y|<o
+ pe(r —y)|uo(y) — uo(wo)| dy
lz—y|>6
< max |ug(y) — ug(zo)| + 2C pi(x —y) dy.
lz—y|<d |z—y|>6

Dla zadanego ¢ > 0 dobierzmy § > 0 takie, by dla |x — xo| < § pierwszy wyraz byl
ograniczony przez /2. Nastepnie dobierzmy ¢’ > 0 na tyle male, by dla ¢t < ¢’ ostatnia
z catek byla ograniczona przez €/4C. Wowcezas |u(t, x) — ug(zo)| < e dla |[x — 2] < 6
it < ¢, codowodzi ciagloéci podanego przedtuzenia w punkcie (0, o). O

Odnotujmy jeszcze nastepujaca wlasno$¢ zwiazang z tzw. skalowaniem parabolicz-
nym:

Stwierdzenie 2.2. Jesli funkcja u jest rozwigzaniem réwnania ciepta (0y — A)u = 0,
to jest nim rowniez funkcja
up(t, z) := u(Nt, A\x)

dla dowolnego A > 0.

Fakt ten jest niezwykle tatwy do wykazania (zob. zadanie 2.4) — opiera sie na
obserwacji, ze w rownaniu pojawia sie pierwsza pochodna po t i drugie pochodne po x —
a jednak jest niezwykle uzyteczny. W szczegdlnosci pozwala pewne lokalne oszacowania
(dla matych ¢ > 0 i/lub po matych kulach B,(x)) sprowadza¢ do oszacowan w jednej
skali (dla t =1 i/lub po kuli B;(0)).

Odtad bedziemy uzywaé oznaczenia H,f := p; * f (2.2) na rozwiazanie rownania
ciepta. W tym kontekscie Stwierdzenie 2.2 warto uzupetni¢ o pokrewna obserwacje:
jesli u = H,f, to uy = H.fy (przy oznaczeniu fy(x) = f(\x)).

Stwierdzenie 2.3. Jesl f jest funkcjg ograniczong, to

IVH flloo S oo

~

Gdy f jest klasy C!, powyzsze oszacowanie moze byé poprawione, poniewaz wow-
czas VH,f = Hy(V[) (zadania 2.6, 2.7).
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Dowdd. Obliczmy najpierw pochodne p;: Vp; = —3 p;. Pozwala to oszacowa¢ pochod-
ne H; f nastepujaco:

V)| = | [ Vo) ) do] < Ul [ Yot ay

Ostatnia catka jest rzedu t~1/2

2.5).

, co nietrudno sprawdzi¢ bezposrednio (zob. zadanie

W ramach alternatywnego uzasadnienia zauwazmy najpierw, ze catka ta jest skon-
czona dla t = 1, co dowodzi jednego szczegdlnego przypadku. Aby przejéé¢ do przypad-
ku ogdlnego, rozwazmy funkcje u(t, ) = H,f, fr i uy jak wyzej. Wowcezas dla A = v/t
wiemy, ze

[Vux(L,2)] S [[falle = [1f]loo,

a jednoczesnie |Vuy(1,z)| = \|Vu(A?, A\x)|. Uzyskaliémy wigc zadang nieréwnosé

Vu(t, M) S 12| flloe.

2.3 Rownanie niejednorodne i wzér Duhamela

Zwrocimy teraz uwage na tzw. niejednorodne réwnanie ciepta, czyli rownanie postaci
(0 — Au=f

dla zadanej funkcji f(¢, ). Wiemy, ze dla f = 0 rozwigzanie u jest gltadkie; przekonamy
sie, ze w ogolnosci u posiada dwie pochodne wiecej niz f.

Sciste sformulowania twierdzen dla funkeji u: [0,00) x R" — R wymagaja zalozen o gtad-

koSci (np. ciaglo$ci u) oraz zalozen o ograniczonosci (np. |[uljee < oo lub ||ull; < o).
Trudno objaé¢ jednym sformutowaniem wszystkie interesujace sytuacje, dlatego ogranicze
sie do do$¢ niescistych zatozen typu u jest odpowiednio regularna.

Dla uproszczenia wywodu, w dalszych zastosowaniach bedziemy przyjmowaé, ze u jest
funkcja ciggla lub gladka, ktora jest 1-okresowa wzgledem kazdej ze wspolrzednych prze-
strzennych x1, ..., x,. Innymi stowy, bedziemy pracowali na torusie. Techniczne szczegdty
ponizszych twierdzen tatwo uzupelni¢ w tej ogdlnosci.

Gléwnym narzedziem bedzie tzw. wzér Duhamela?:

Lemat 2.4. Zalézmy, Ze u(t, ) jest odpowiednio reqularng funkcjq i oznaczmy pomoc-
niczo uy(x) = u(t,x). Wowczas

at(Hs_tU,t) = Hs—t((ﬁt — A)Ut) dla 0 <t < s.

2Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872), francuski matematyk i fizyk
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DOU}éd ZréZniczku‘my [)Od znakiem CaH{iZ Uzyte nizej oznaczenie
] y ]
(0¢p)s—+ stuzy odréznieniu

od Ot(ps—t), czyli od
at(Hs,t’U/O(ZC = @/ps,t T — y)U/t (y) dy pochto(gnej )zloiznia

= [ psle = 9)Oh(y) = (Gup)e-sle — y)us(y) dy
= [ psle = 9)Ohu(y) — Bpcsla — a(y) dy
= [ pele = 9)0uy) = pu-sla = ) Auely) dy
= He (9 = A)ui) (@)

Przedostatnie przejscie mozna rozumieé jako efekt dwukrotnego catkowania przez cze-
Sci, lub alternatywnie jako konsekwencje nastepujacego rachunku (zob. zadanie 2.6):

[ 80eia = y)udy) dy = (Ap,) ()

Whiosek 2.5. Jesli u(t, x) jest dostatecznie reqularng funkcjq, to

M&@zm%m+éﬁg&@—MWNt

Dowdd. Scatkujmy wzér Duhamela 0,(Hs_yuy) = Hs (0 — A)uy) od t =0do t = s:

‘t:s

/ Hsft<<at - A)Ut) dt = H,_yuy _
0 t=0

= s_sUs — HsfouO = Us — HSUO-

Zauwazmy, ze na potrzeby tego rachunku wystarczy, by funkcjat — H,_,us(x) byla cia-
gta na [0, s] i rézniczkowalna w sposéb ciagty w (0, s). Zbieznosé Hs_yu.(z) LN us ()
tatwo zweryfikowa¢ przy odpowiednich zatozeniach na w. O

Whniosek 2.6. Jesli funkcje ug: R™ — R i f: (0,00) x R" — R sq odpowiednio
reqularne, to funkcja

t
u(t, x) = Hyug(x) —i—/o Hy ., f.(x) dr
spetnia niejednorodne réownanie ciepta

%a—am@@:f@@ dlat >0,
u(0, ) = ug(x).

Dowdd. Fakt ten mozna zweryfikowaé bezposrednio [EvalO, Ch. 2.3.1¢, Thm. 2| lub

wywnioskowaé¢ z poprzedniego wniosku. Wiemy mianowicie, ze funkcja Zeby usprawiedliwié
zastosowanie Wniosku 2.5,
’U(t, $) — (8t _ A)U(t, I) _ f(ta l’) powinni$my najpierw

uzasadnié regularnosé u,
wiec te dwa podejscia nie

spetia [5 Hy_¢v(x) dt = 0 dla dowolnych s > 01z € R*. W granicy s — 0 0dczytu- yeimig sie zaczaco.
jemy, ze v = 0. [
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Uwaga:
k0 =k ale
Ck,l 7& Clc+1

Symbolu < uzywam do
zakomunikowania
nieréwnosci typu

< C(n)..., wiec tutaj
osobno zaznaczam
zaleznosé od o

Mozliwo$¢ rézniczkowania
pod znakiem catki jest
niejako uzasadniana przez
dalszy rachunek.

2.4 Regularnos$é rozwigzan

Jak odnotowali$my juz wezesniej, rozwiazania réwnania ciepta (0;—A)u = 0 sa gladkie.
Oczywiscie pochodne u mogg by¢ bardzo duze dla t ~ 0, jesli uy jest mato regularne
(zob. Stwierdzenie 2.3).

Dla réwnania niejednorodnego (0; — A)u = f sytuacja jest inna — z oczywistych
wzgledow jesli funkcja f nie jest gtadka, to u rowniez nie moze by¢ gladka. Przez
analogie do réwnania Laplace’a —Au = f (ktére mozna traktowaé jako szczegdlny
przypadek réwnania ciepta) mozemy sie jednak spodziewaé, ze u posiada dwie po-
chodne wiecej niz f.

Intuicje te potwierdzajg tzw. oszacowania Schauderowskie®. Sg one sformutowane
w jezyku potnormy Holdera:

[f(x) = f(¥)

dla0<a<11.
|z —y|®

[ fllcoe == sup
THY

Warunek Holdera uzupehia skale regularnoéci C* o posrednie klasy C**: funkcja u
nalezy do C*@, jedli nalezy do C*, a jej wszystkie pochodne rzedu k naleza do C%«.

Stwierdzenie 2.7. Niech u bedzie rozwigzaniem niejednorodnego rownania ciepta
(0 — A)u = f zadanym wzorem Duhamela v, = fg H;_.f.dr. Wowczas:

(a) jesli f € L(R"), to u, € CH(R™) dla kaidego 0 < o < 1,

IVullcoa S Ca)t 2| fl|poc;

(b) jesli f € C¥*(R™) i 0 < a < 1, to uy € C*(R"),

IV | S Cla)t?| fll o

Najbardziej uzyteczne i satysfakcjonujace byloby sformutowanie f € CY = u;, € C2.
Niestety, jest ono nieprawdziwe juz w przypadku eliptycznym: z cigglosci Au nie wynika
ciaglto$é u (zob. [GTO1, Pb. 4.9] i zadanie 2.9). Wynika stad potrzeba uzycia innych
przestrzeni funkcyjnych.

W interesujacych nas zastosowaniach mozna przyjaé¢ o np. jako réwne 1/2.

Dowdd. (a) Wchodzac z rézniczkowaniem pod znak calki, otrzymujemy

Vu(t,z) = /0 t VH, . fr(x)dr = /0 t /R Vpir(@ —y) frly) dy dr,

Vult,) = Vult,) = [ [ (Tpele =) = Voo’ = ) ilo) dy dr.

3 Juliusz Schauder (1899-1943), polski matematyk
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Dla ustalonego r € (0,t) zbadajmy wiec wewnetrzng catke, korzystajac z ograniczenia
na f oraz podstawienia y = z/t — r:

/Rn(th_r(x —y) = V(2" = 9)) fr(y) dy‘

<fle [, 1Vprerle = y) = Vpuor(a’ = )] dy

0= f o (=) - ()

/

== [ (90 (54 222 V0

Przedostatnie przejécie opiera si¢ na réwnoéci pi_.(y) = (t — 7)""?p1(z), ktéra po
zrézniczkowaniu daje Vp,_,.(y) = (t — 7)Y . (t — r)™/2Vp1(z). Funkcje podcatkowa
mozemy teraz oszacowaé na dwa sposoby: przez drugie pochodne p lub naiwnie przy

pomocy nieréwnosci trojkata:
-

Ji—r
A\ (z + %)‘ + V1 (2)].

Scatkowanie powyzszych po R™ daje odpowiednio:

dz.

/

’WHG+$;%>_WM@

=z p
= Vi—1rJo

lub <

/

[ |von (s + 22 ) - 9 ) s < ol 2
- N Jir’
lub < C(n).
Calka ta jest tez wiec ograniczona przez srednig geometryczna tych dwoch ograniczen,
czyli przez C(n) ('\”Z%')a dla dowolnego 0 < a < 1. Mozemy teraz podstawi¢ ten W ktérym momencie
wynik do poprzednich oszacowan i scaltkowaé po wszystkich 0 < r < ¢: g;:;‘;j;a = 1 przestaje

/Rn(vf’t—*(‘” —y) = V(2" = 9)) fr(y) dy‘

<l 6=y e (P22

|Vu(t,z) — Vu(t,z')|

< CONfllpele =" [ (¢ =) ar
=C@Wﬂhﬂx—fw'at;y5

Mozna przesledzié, ze ostateczna stata ma postaé C'(n)/(1 — «).

(b) Wchodzac z rézniczkowaniem pod znak calki, otrzymujemy

Viul(t, ) = /Ot V2H, . fo(x) dr = /Ot /Rn V2p0i(x —y) fr(y) dy dr
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BOOTSTRAPS

g)

I Przejécie z rézniczkowaniem pod znak calki jest tutaj nieuprawnione. Da sie jednak
uzupetni¢ odpowiednie szczegdly — jest to trescig zadania 2.10.

Dla ustalonego r € (0,t) zbadajmy wigec wewnetrzng catke. Poniewaz V2p,_, cal-
kuje sie do zera (jako pochodna), mozemy odjaé stata f,.(z) i otrzymaé

/Rn V2ptfr( )fr

o) = | [ V2rla = ) (folo) = £ (a) dy
</ 2pua(e = )| - 1fly) = )] dy
<Wfllewe [ [V2oi-rle = )] - o = 1" ay

= Ifllcse [ [V ®)] - 1y1” dy.

Otrzymana calka zalezy juz wytacznie od ¢t — r; zalezno$¢ te najtatwiej przesledzié¢
przez podstawienie y = zv/f —r. Poniewaz p,_.(y) = (t — r)""?pi(z), dwukrotne
rézniczkowanie daje VZp,_,.(y) = (t — )1 - (t — 7)"2V?pi(2) i w rezultacie

LVl dy = [ @) [V2u(2)] - (= )22 dz
=C(n,a)(t—r)27L.

Mozemy teraz otrzymany wynik scatkowaé¢ po wszystkich 0 < r < ¢:

ta/?
2 ° - -1 — O, * ——
V2ult2)| < [ Flone - Clma)(t = )3 dr = Cln,)| flone - .

co daje nam zadane oszacowanie. Mozna przesledzi¢, ze ostateczna stala ma postac

C(n)/a. O

W przypadku, ktory bedzie nas interesowac, twierdzenie o regularnosci mozna sfor-
mutowaé bardzo zwiezle i bez uzycia warunku Holdera. Metoda dowodu polega na
iterowaniu powyzszych dwoch oszacowan: poprawa regularnosci lewej strony niesie za
soba poprawe regularnosci prawej strony, i tak w kotko. Stad tez nazwa tej metody —
bootstrapping.

Twierdzenie 2.8. Zaldzmy, ze funkcja F(z,p,q) ma ograniczone (niekoniecznie wspdl-
nie) pochodne wszystkich rzedéw. Niech w: [0,T] x R" — R bedzie rozwigzaniem réw-
nania

(O — A)u(t,x) = F(z,u(t,z), Vu(t, x))

zadanym wzorem Duhamela i zaléimy, Ze |u|, |Vu| < C. Wowczas u jest gladkie.

Dowad. Jesli prawg strone rownania oznaczymy przez f, to wzoér Duhamela daje nam
w, = Hyug + [§ Hy . f, dr. Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy, ze ug = 0, a wiec
Uy = f(f H, .f. dr.

Wedhug podanych zatozen prawa strona réwnania f jest funkcja ograniczona. Ze
Stwierdzenia 2.7a wnioskujemy wicc, ze u; € CHY2(R™), z jednostajnym ogranicze-
niem na norme (ustaliliémy tu o := 1/2). To z kolei oznacza, ze f € COY2(R"). Ze
Stwierdzenia 2.7b otrzymujemy zatem, ze u; € C*(R™).
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Przy tym zalozeniu f jest funkcja klasy C*, wiec mozemy zrézniczkowaé réwnanie
stronami, uzyskujac

(0r — A)Opu = 0y F' + 0, F - Opu(t, ) + Z 0g, F' - Oju;

j=1
innymi stowy, funkcja 4 = dyu spetnia rownanie
(8, — A = F(z,u, 0, Vi)

ze zmodyfikowang funkcja E'. Pozostaje zastosowaé to samo rozumowanie dla @, itd.

Mozna to przejscie Scisle uzasadnié, ale tatwiej jest przeprowadzi¢ podobne rozu-
mowanie dla wzoru Duhamela: tozsamo$é¢ u; = [y H,_, f, dr rézniczkujemy stronami,
uzyskujac 0,,u; = I Hy_(0y, fr) dr.

W ten sposéb znalezlismy sie w punkcie wyjscia: funkcja @ spehia |al, |Va| < C
i odpowiedni wzér Duhamela. Mozemy teraz powtorzy¢ poprzednie rozumowanie (do-

datkowa zalezno$é¢ F od w nic tu nie zmienia), uzyskujac @ € C? a wiec u € C3.
Iterujac, otrzymujemy dowolnie wysoka regularnosé u.

Pozostaje jeszcze rozwazy¢ niezerowe dane poczatkowe ug. Gdy ug ma ograniczone
pochodne, rozumowanie pozostaje bez zmian — zastosowanie Stwierdzenia 2.7 daje co
prawda oszacowanie na funkcje u; — Hyug, ale ze wzgledu na regularnos¢ H;ug wniosku-
jemy stad bezposrednio odpowiednie oszacowanie na u;. W ogdélnym przypadku, gdy
ug jest (powiedzmy) zaledwie funkcja catkowalna, nalezy ograniczy¢ sie do szacowania
u na zbiorze [¢,T] x R" (gdzie ¢ > 0 mozna wybra¢ mate). Jest to mozliwe, gdyz Hyug
jest funkcja gtadka dla ¢ > 0, z pochodnymi ograniczonymi na [e,T] x R" O

2.5 Zadania

Zadanie 2.1. Dla transformaty Fouriera

n

Fu(f) ::/ e~ @8y (x) dz
wyprowadzi¢ nastepujace podstawowe wtasnosci:

F(0p,u) = i Fu, F(zpu) = i0g, Fu, F(p*xu)=Fp- Fu.

Zadanie 2.2. Wykaza¢, ze funkcja g = F(e ") spelia réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne

=590,  g0)=V7

Wywnioskowa¢, ze dla kazdego a > 0 zachodzi

/ o=@ e=alal qo — (7 /q)/2e 1€ /0,
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Gdzie tkwi haczyk przy

rézniczkowaniu réwnania
(0t — A)u = f stronami?

Alternatywnie mozna
zauwazy¢, ze funkcja

ut — Hiug spelnia
réwnanie bardzo podobne
do tego dla wu¢.



Zadanie 2.3. Sprawdzi¢ bezposrednio z definicji, ze rodzina operatorow H; zadana
wzorem 2.2 faktycznie spetnia warunek potgrupowy H,Hy = Hy .

Zadanie 2.4. Jedli funkcja u jest rozwigzaniem réwnania ciepta (9, — A)u = 0, to jest
nim réwniez funkcja
ux(t, z) = u(\’t, \z)

dla dowolnego A > 0. Ponadto jedli u = H;f, to uy = H;f\.

Zadanie 2.5. Sprawdzi¢, ze

Y _
/ L4y dy = iy
R 1
dla pewnej statej C'(n) zaleznej jedynie od wymiaru.

Zadanie 2.6. Niech f: R” — R bedzie funkcja klasy C' (powiedzmy, Ze o ograniczonej
pochodnej). Wowcezas VH, f = Hy(V f).

Zadanie 2.7. Zalozmy, ze f € L*(R") posiada stabg pochodng 9;f € L'(R™). Oznacza
to, ze spetniona jest réwnosé

/Rn f(2)0;0(x) de = — /Rn 0;f(z)p(z) do dla wszystkich ¢ € C2°(R").

Wykazaé, ze rowniez wowczas 0, Hy f = Hy(0; f).

Zadanie 2.8. Korzystajac ze wzoru Duhamela 0,Hs_f; = Hs_((0; — A) fi), wypro-
wadzi¢ wlasnos¢ potgrupowa HiHg = Hyys.

Zadanie 2.9. Niech P: R?> — R bedzie jednorodnym wielomianem harmonicznym
stopnia 2, np. P(x,y) = 2% — y?. Ustalmy tez funkcje wycinajaca:

neC®R?), n=1nabB, n=0poza By,

cigg t, = 2¥ oraz rozbiezny szereg Y ¢ = 0o o wyrazach ¢ \, 0, np. ¢ = % Zdefi-
niujmy funkcje

f(x) = i ckA(nP)(trx).

k=0
Wykazaé, ze funkcja f jest ciggta, ale réwnanie Au = f nie posiada rozwigzania klasy
C? na otoczeniu zera.

Wskazowka. Zaczaé od sprawdzenia jednego narzucajacego sie kandydata na rozwiag-
zanie.

Zadanie 2.10. (uzupelienie dowodu Stwierdzenia 2.7) Zatézmy, ze f € C% dla
pewnego 0 < a < 1. Wykazaé, ze funkcja u; = [i Hy_, f, dr jest klasy C?(R") i spelnia

Vi) = [ [ oo = n) ) - () dy

Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje us := [i ° Hy,_,. f, dr.
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Rozdzialt 3

Uzupelnienie wiedzy z geometrii
rozniczkowej

3.1 Podrozmaitosci przestrzeni euklidesowej

Definicja 3.1. Zbiéor M C R" nazwiemy gtadka podrozmaitoscig wymiaru m, je-
sli dla kazdego punktu p € M istnieje otoczenie otwarte p € U C R" oraz gtadki
dyfeomorfizm ®: U — B", dla ktorego

HMNU) = (R™ x {0}) N B".

Innymi stowy, podrozmaitosé¢ to zbior, ktory lokalnie mozna gtadko wyprostowaé. Podana

tu definicja ma te zalete, ze mozna w niej podmieni¢ R™ na N i bez zadnych modyfikacji
otrzyma¢ definicje podrozmaitosci M C N dowolnej rozmaitosci gladkiej . Dla pelnej
jasnoéci przytocze tez jednak rézne alternatywne definicje.

Podrozmaitoéci R™ mozna definiowa¢ na rézne réwnowazne sposoby. Réwnowaznosé
tych charakteryzacji bywa przydatna; elementarne omowienie réznych definicji mozna
znalezé w skrypcie Pawla Strzeleckiego [Str12].

Twierdzenie 3.2. Dla zbioru M C R" nastepujgce sformutowania sqg réwnowazne:

(a) M jest gladkq podrozmaitoscig wymiaru m;

(b) lokalnie M jest wykresem gladkiej funkcji niektorych m sposréd n zmiennych, to
znaczy dla kazdego p € M istnieje otoczenie otwarte p € U C R™, m-wymiarowa

podprzestrzen liniowa P = lin(e;,,...,e;, ) (rozpieta na niektérych wektorach
bazy standardowej), 2biér otwarty V- C P oraz funkcja gladka o: P D'V — P+
spetniajgce

MNU = (wykres ¢) N U.

(c) lokalnie M jest poziomicq gladkiej submersji, to znaczy dla kazdego p € M
istnieje otoczenie otwarte p € U C R™ oraz funkcja gladka F': U — R"™™ dla
ktorej rozniczka DE' jest wszedzie petnego rzedu, a ponadto

MNU = F0).
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(d) lokalnie M jest obrazem immersji, to znaczy dla kazdego p € M istnieje otocze-
nie otwarte p € U C R™ oraz funkcja gtadka f: B™ — U, dla ktorej rézniczka
Df jest wszedzie petnego rzedu, a ponadto

MANU = f(B™).

Wspomnijmy jeszcze, czym sg funkcje gtadkie na podrozmaitosci.

Definicja 3.3. Niech M C R" i U beda jak w poprzedniej definicji. Woéwczas funkcje
f: M DU — R nazwiemy gtadka, jesli

fod ' (R™x {0})NB" — R

jest gtadka funkcja z (podzbioru) R™ w R. W ogélnosci, funkcja f: M 2OV — R
okreslona na otwartym podzbiorze V' C M jest gladka, jesli jest lokalnie gtadka.

Réwnowaznie, funkcja f: M O V — R jest gladka, jesli przedtuza sie do funkcji
gladkiej f: W — R na otwartym podzbiorze V.C W C R" (zadanie 3.1).

Strukture gtadka na abstrakcyjnej rozmaito$ci mozna definiowaé¢ wlasnie poprzez wska-
zanie funkcji gladkich f: M DV — R na otwartych podzbiorach V' C M (zadanie 3.2).

Gtladkos¢ funkeji w podrozmaitosé jest duzo tatwiej zdefiniowaé — po prostu funkcje
w M uznajemy za gladka, jesli jest ona gtadka jako funkcja o wartosciach w R™.

Dla unikniecia nieporozumien warto jeszcze wspomnieé, ze funkcje f: M — R
mozna rozniczkowaé¢ w kierunkach stycznych:

Stwierdzenie 3.4. Niechp € M bedzie punktem na podrozmaitosci M C R", v € T,M
wektorem stycznym w p, a f: M 2OV — R funkcjq gladkg na pewnym otoczeniu p.
Wowczas dowolna z ponizszych operacji daje ten sam wynik, oznaczany przez V, fp:

(a) %f(c(t))‘t_o, gdzie c: (—=1,1) — M jest dowolng krzywq gladkq spelniajgcq
c(0) =p i d(0) =v;

(b) 35, vI0; f(p), gdzie f: W — R jest dowolnym przedtuieniem [ na otwarty
podzbior V-C W C R™.

Jak wida¢ w powyzszym stwierdzeniu i ponizszym dowodzie, pojecie pochodnej kierun-
kowej jest bardzo uzyteczne. Mozna sie nim postuzy¢, by zdefiniowaé¢ wektory styczne do
abstrakcyjnej rozmaitosci gladkiej (zadanie 3.3).

Dowéd. Niech ¢ bedzie dowolng krzywa jak w (a), a f dowolnym przedtuzeniem jak
w (b). Wowezas funkcje f(c(t)) i f(c(t)) sie pokrywaja, ze wzoru na pochodna ztozenia
mamy wiec

d

d
I (e0))]

=0 dt

e, = SCOP0T0) = 00,7

t=0
J=1

Poczatkowa postaé nie zalezy od wyboru f, a konicowa postaé nie zalezy od wyboru c.
W konsekwencji wynik jest niezalezny od jednego i drugiego wyboru. O]
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3.2 Twierdzenie o otoczeniu tubularnym

Inaczej sformutowany dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w skrypcie Pawta Strze-
leckiego [Str12, Tw. 6.18].

Twierdzenie 3.5. Niech M C R" bedzie zwartg m-wymiarowq gtadkg podrozmaito-
sciqg. Wowczas istnieje € > 0, dla ktorego otoczenie tubularne

M. = {x € R" : dist(z, M) < &}

posiada nastepujgce wiasnosci:

(a) Dla kaidego punktu x € M. istnieje jednoznaczny punkt na rozmaitosci y € M
najblizszy x.

(b) Przyporzadkowanie mw(x) =y jest gladkie.

(c) Otoczenie tubularne M. jest sumg rozlgczng dyskow
DL(y,s):{y—l—v:veTylM, |v| <€} (y e M).

Dowéd. REDUKCJA PROBLEMU.

Dla kazdego # € R" funkcja f: R" — R zadana wzorem f(y) = |y — z|? jest ciagla
(nawet gladka), wiec dzieki zwartosci M funkcja f|rs posiada co najmniej jeden
punkt minimalny y € M. Oczywiscie f(y) < &%, czyli ||y — z|| < . W punkcie
minimalnym mamy V f(y) L T, M, skad odczytujemy, ze  — y € T, M. Polgczenie
tych dwoch faktéw oznacza, ze z lezy w D*(y, ).

Wykazaliémy wiec, ze otoczenie tubularne M, jest suma wszystkich D*(y, ). Do
dowodu (c) brakuje nam, by uzasadnié¢ roztacznosé tych dyskéw. Roztacznosé ta ozna-
cza¢ bedzie rowniez jednoznacznos¢ y € M minimalizujacego odlegto$¢ od z, czyli
punkt (a). Jedli dwa dyski Dt (yi,¢e), Dt (yq,€) sie przecinaja, to |y1 — ya| < 2e, wy-
starczy wiec przeprowadzi¢ lokalne rozumowanie.

O dalszej czesci dowodu mozna mysleé jako o wzmocnieniu definicji podrozmaitosci.
Wedhug tej definicji dla kazdego y € M istnieje dyfeomorfizm otoczenia y € R™, dla
ktérego obrazem M jest fragment podprzestrzeni R” x{0}. Pokazemy, ze 6w dyfeomorfizm
mozna wybra¢ w taki sposdb, by przeprowadzal wektory normalne do M na wektory
normalne do R™ x {0}.

KONSTRUKCJA REPERU.

Ustalmy parametryzacje u: R™ O U — M pewnego otoczenia y € M. Skonstruujemy
rodzine pol wektorowych vy, ..., v,: B™ — R" ktora dla kazdego p € U tworzy baze
ortonormalng R™, przy czym vi, ..., v, tworza baze T, M (taks rodzing nazywamy
reperem), a Umii, - - - , Uy tworza baze Tj(p)/\/l. Na poczatek przyjmijmy w; := J;u dla
i =1,...,m, w ten sposéb otrzymujac (niekoniecznie ortonormalna) baze T, M.
Nastepnie obierzmy jeden punkt p € U i dopemlijmy wi(p), ..., w,(p) do bazy R"
wektorami w11, ..., w,; pola wektorowe w11, ...,w, okreslmy jako funkcje stale
na U. Poniewaz wektory wi,...,w, zmieniajg si¢ w sposéb ciggly, wiec dla pewne-
go (potencjalnie mniejszego) otoczenia U’ C U wektory wy, ..., w, nadal sa liniowo
niezalezne.
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Ortogonalizacja
Grama-Schmidta:
Ak41Vk41 =
wk+1_25:1 (Wi1,v3) Vi,
gdzie Ag41 > 0 jest
odpowiednio dobrang
stala zapewniajaca

[Vk41| = 1.

Pozostaje przeprowadzi¢ operacje ortogonalizacji Grama-Schmidta na wektorach
wi(p'), ..., w,(p') dla kazdego p’ € U’; powstala rodzina vy (p'), . .., v,(p') jest wowczas
ortonormalng baza R". Pozostaje prawda, ze v1(p'), ..., vm(p’) jest baza T, M, wiec
dzieki ortonormalnosci vy, 11(p), - - ., vn(p") musi byé baza Tj(p,)./\/l. Ponadto procedura
ortogonalizacji jest wyrazona gtadkimi wzorami, wiec uzyskana rodzina jest gltadka
funkcja punktu p’ € U’.

ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA O FUNKCJI ODWROTNEJ.
Dysponujac polami v,,1,...,v,, okreslamy przeksztatcenie gtadkie

U XR"™™ 35 (p',2) 2, w(p') + 210ma1 + - ZnmUn € R™.

Zauwazmy, ze po obcieciu do dowolnego plasterka {p'} x B. przeksztalcenie @ jest
liniowg izometrig na dysk D1 (u(p'), ). Naszym celem jest wykazanie, ze dyski te sie
nie przecinaja, a wiec ze ® jest réznowartosciowe. W tym celu odnotujmy, ze w punkcie
(p,0) € U’ rézniczka & ma postaé

0-,9(p,0) = vmy;(p) dlaj=1,...,n—m.

Otrzymane wektory tworza baze R", wiec rozniczka D, 0)® jest odwracalna. 7 twier-
dzenia o funkcji odwrotnej otrzymujemy, ze ® jest dyfeomorfizmem po obcieciu do
pewnych otoczen (p,0) € U' x R™™™ (i u(p) € R"). W szczegdlnosci @ jest lokalnie
roznowartodciowe, co dowodzi roztacznoéci dyskéw DL (y,e) i jednoznacznosci rzutu
m(x).

Pozostaje uzasadni¢ gtadkos¢ m: M. — M. To jednak wynika z gtadkosci prze-
ksztalcenia

U xR 3 (p,2) v (p/,0) e U x R"™™.
Zgodnie ze wezedniejszym opisem, mamy m = ® o7 o &1, co dowodzi gltadkosci .

Na koniec warto jeszcze zaznaczy¢, ze € > 0 dobralidmy dla otoczenia kazdego
punktu y € M z osobna. Dzieki zwartosci mozna jednak pokry¢ M skonczenie wieloma
takimi otoczeniami, a nastepnie wybra¢ najmniejsza z wartosci €. [

Caly ten dowéd (z wyjatkiem poczatkowej redukeji) mozna stredci¢ jako zastosowanie
twierdzenia o funkcji odwrotnej do przeksztaltcenia

T+M > (p,v)&p—FvE}R”,

jako ze rozniczka D, 0)® jest z jasnych wzgledéw izomorfizmem. Wezesniej nalezaloby
jednak uzasadnié¢, ze wiazka normalna T M ma strukture rozmaitoéci gladkiej, co spro-
wadza sie¢ mniej wiecej do rachunkéw powyzej.

Twierdzenie o otoczeniu tubularnym dziata jedynie dla malego ¢ > 0, czyli dla
matego otoczenia. Latwo si¢ o tym samodzielnie przekonaé, patrzac na przyktad okregu
S! C R? (tutaj musi byé¢ e < 1). Analizujac przyklad elipsy, mozna zauwazy¢ zwiazek
miedzy optymalnym e a krzywizna (zob. zadanie 3.5).

Zalozenia twierdzenia mozna za to ostabi¢, zakladajac, ze M jest rozmaitoscig
jedynie klasy C?; rzut 7 jest wowczas klasy C!. Nie wystarczy jednak, by M byla
klasy C* (zob. zadanie 3.4).
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3.3 Rzut 7: M. — M i druga forma podstawowa

Dla oznaczenia pochodnej kierunkowej w R™ (branej po wspolrzednych) bedziemy
uzywali oznaczenia V, f. Jesli f: R"” — R¥, to we wspohrzednych oznacza to

Vof: RY = RF,(Vof)(x) = Y079, f(x).
j=1

Mozna tez rozwazaé¢ samo Vf: R™ x R® — R* jako przeksztatcenie liniowe wzgledem
drugiej wspotrzednej, V2 f jako przeksztalcenie dwuliniowe, etc.

Wprost z definicji, obciecie 7| jest identycznoscia. Stad wniosek, ze V,m, = u,
jesli p € M oraz u € T,M. Z drugiej strony, w obcieciu do D*(p,e) przeksztalce-
nie 7 jest stale réwne p, wiec V,m, = 0 dla v € TpLM. W efekcie okazuje sie, ze
Vr,: R* — R" jest rzutem prostopadtym na 7T, M.

Rozwazmy teraz dwa pola wektorowe u, v na M., ktore po obcieciu do M sg stycz-
ne. Zgodnie z wczesniejszymi obserwacjami, w dowolnym punkcie M mamy réwnosé
Vum = u. Mozemy wiec te réwnosé zrozniczkowaé w kierunku v, co daje:

Vou =V, (V) = szuw + Vg,

W ustalonym punkcie p € M wiemy, ze rzutem V,u na przestrzen styczng T, M jest
Vy, 7. Dodatkowy czton V?),uﬂ musi by¢ wiec rzutem V,u na przestrzen normalna
T pl/\/l, co w szczegblnosci pokazuje, ze jest prostopadly do przestrzeni stycznej. Od-
notujmy, ze kazde dwa wektory u,v € T, M mozna przedtuzy¢ do pél stycznych na
M, a nastepnie do pdél na M., wiec wektor Vgﬂﬂr jest prostopadty dla dowolnych
stycznych wektoréw u, v.

Definicja 3.6. Drugg forme podstawowa gtadkiej podrozmaitosci M C R™ definiu-
jemy jako

Ap(u,v) = _vi,vﬂrzw
gdzie p € M jest punktem na rozmaitosci, a u,v € T, M sa dwoma wektorami stycz-
nymi. Dla ustalonego p € M jest to symetryczna forma dwuliniowa o wartosciach

w T pL/\/l:
. 1
Ay ToM x ToM — T, M.
Nazwa druga forma podstawowa jest historycznym $ladem dawnego nazewnictwa. Ot6z

metryke Riemanna (czyli iloczyn skalarny na przestrzeni stycznej) nazywano kiedys pierw-
szq formag podstawowq.

Intuicje by¢ moze tatwiej uzyska¢ w szczegdlnym przypadku, gdy M jest podroz-
maitoscia wymiaru n — 1. Wéwcezas wiazka normalna jest jednowymiarowa i mozna
znalez¢ (przynajmniej lokalnie) pole normalne N:

N:MDU—-R", N(p)eTyM, [N(p|=1 dapecM.
Mozemy wowczas wprowadzi¢ symetryczng forme dwuliniowg o wartosciach w R:
hy: LM x Ty,M — R, hy(u,v) == (Ay(u,v), Np),
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Rownosé Vym = wu nie jest
tozsamoscia zachodzaca
na zbiorze otwartym, ale
wystarczy, by zachodzita
na krzywej o wektorze
predkosci v.

Trzeba uwazaé: druga
forme podstawowa
definiuje si¢ czasem

z przeciwnym znakiem,
np. w [Lee97, Ch. §]



W literaturze mozna
spotkaé rézne konwencje,
jesli chodzi o znak Rm

réwniez zwang niekiedy drugg forma podstawowa (czego bedziemy unikac). Zwiazek
miedzy h i A mozna tez zapisaé¢ jako A = hN.

Nalezy jednak byé¢ ostroznym, gdyz N mozna (lokalnie) wybraé¢ na dwa sposoby,
co wpltywa na znak h. Gdy M jest orientowalna, mozna wybra¢ N globalnie. Ponadto
gdy M jest zadana jako brzeg gtadkiego ograniczonego obszaru M = 0f2, naturalnym
wyborem jest pole N skierowane na zewngtrz ); przejscie od h do A (lub odwrotnie)
jest wowcezas jednoznaczne.

3.4 Krzywizna Riemanna w ujeciu zewnetrznym

Trzeba z gory uprzedzié, ze niniejszy podrozdzial jest w samym zalozeniu anachroniczny.
Historycznie krzywizna Gaussa' zostata wprowadzona jako wlasnoéé powierzchni w R3, ale
juz sam Gauss odkryl, Ze jest ona niezmiennikiem izometrii (méwi o tym tzw. Theorema
Egregium), a wiec tak naprawde wlasnoscia powierzchni jako abstrakcyjnej rozmaitosci.

W zwiazku z tym logicznym wyjsciem jest definiowaé¢ krzywizne rozmaitosci bez od-
niesienia do zanurzenia. Odpowiednia definicje latwo znalezé w literaturze [Lee97, Ch. 7],
[Pet06, Ch. 2, Sec. 3], [GHLO04, Def. 3.3]. Tutaj ograniczymy sie do zdefiniowania krzywi-
zny podrozmaitoéci w R"™, co ma oczywiste wady. Posiada jednak jedna zalete — pozwoli
nam szybciej przej$¢ do badania potoku przeksztalcen harmonicznych.

Niech M C R" bedzie gtadka podrozmaitoscia, a a, b, ¢, d € T, M czterema wektorami
stycznymi w p € M. Wowczas krzywizne Riemanna definiujemy wzorem

Rm,(a, b, c,d) :== (Ay(a,d), A,(b,c)) — (Ap(a,c), Ay(b,d)) . (3.1)

Jest to wiec czteroliniowe przeksztalcenie Rmy,: (T,M)* — R. W literaturze wzor ten
nosi nazwe réwnania Gaussa [Lee97, Ch. 8, eq. (8.4)], [Pet06, Ch. 4], [GHLO04, Def. 5.3]
i jest wnioskiem z wtadciwej definicji krzywizny Riemanna. W ogélnym przypadku
M C N odpowiedni wzér uwzglednia oczywiscie krzywizne otaczajacej rozmaitosci
N.

Biorgc slad wzgledem pierwszej i czwartej wspotrzednej, otrzymujemy definicje
krzywizny Ricciego:

Ric,(a,b) := (tr14 Rmy)(a,b) = > Rm(e;, a,b, ¢;),
j=1

gdzie za e; mozna przyja¢ dowolng baze¢ ortogonalng 7T, M. Jest to dwuliniowe prze-
ksztalcenie Ric,: (T,M)?* — R, w dodatku symetryczne (zadanie 3.9).

Biorac slad raz jeszcze, dostajemy krzywizne skalarna:

m
S, = trRic, = > Rm(ej, ek, ek, €;).

jk=1

W dalszej czesci wyktadu najwazniejsza jednak bedzie krzywizna sekcyjna. W prze-
strzeni stycznej T,M wybierzmy plaszczyzne (czyli dwuwymiarowsa podprzestrzen li-
niowg) a C Ty M. Krzywizne sekcyjna w kierunku « definiujemy jako

sec(a) :== Rm(u,v,v,u) dla dowolnej bazy o.n. u,v € a.

!Carl Friedrich Gauss (1777-1855), niemiecki matematyk i fizyk
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Mozna tez rozwazy¢ dowolna baze u,v € «, i wowczas krzywizna sekcyjna wyraza si¢

wzorem
Rm(u,v,v,u)

sec(a) = sec(u,v) = () (0,0) — (0, 0) (w0

mianownik mozna interpretowac¢ jako kwadrat normy u A v, albo jako pole rownole-
gltoboku rozpietego na w i v. Poprawnos$¢ powyzszej definicji mozna uzasadnié¢ dzieki
symetriom krzywizny Riemanna (zadanie 3.10).

Krzywizna sekcyjna M w kierunku o pokrywa sie z klasyczna krzywizna Gaussa dwu-
wymiarowej powierzchni
MN(p+aeTM),

otrzymanej przez ciecie M w kierunku a. W szczegdlnoéci, jesli M C R3 jest powierzchnia
w R3, to sec(T,M) jest klasyczng krzywizng Gaussa.

3.5 Zadania

Zadanie 3.1. Niech M C R" bedzie gtadka podrozmaitoscia, a V' C M otwartym
podzbiorem M. Wowczas funkcja f: M OV — R jest gltadka wtedy i tylko wtedy, gdy
przedhuza sie do funkcji gtadkiej f: W — R na otwartym podzbiorze V C W C R™.

Zadanie 3.2. Niech M C R", /' C R bedg dwiema gtadkimi podrozmaitoéciami.
Scharakteryzowaé funkcje gtadkie f: M — N, postugujac sie jedynie znajomoscia
funkcji gtadkich M — R oraz N’ — R.

Zadanie 3.3. (a) Operator liniowy D: C*(R") — R nazwiemy rézniczkowaniem
w p € R", jedli dla dowolnych f, g € C*°(R"™) spetnia

D(f-g) = f(p)D(g) +g(p)D(f)  (warunek Leibniza).

Sprawdzi¢, ze dla kazdego v € R™ operator pochodnej kierunkowej f — V,f,
jest rozniczkowaniem w p. Udowodnié, ze kazde rézniczkowanie jest tej postaci.

(b) Niech M C R" bedzie gltadka podrozmaitoscia. Dla p € M zdefiniujmy
T:={D: C®(M)— R: D jest rézniczkowaniem w p} ,

przy czym pojecie rézniczkowania D : C*(M) — R definiujemy analogicznie jak
w R". Znalez¢ izomorfizm liniowy pomiedzy T' i przestrzenig styczng T,M.

Zadanie 3.4. Niech M C R? bedzie wykresem funkcji f(z) = |z|?/2. Przekonaé sie,
ze dla matych € > 0 punkt (0,¢) ma doktadnie dwa punkty najblizsze na M.
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Zadanie 3.5. Rozwazmy elipse
E:={(z,y): (x/a) + (y/b)* =1} (a,b>0),
jej wnetrze E~ i zewnetrze ET. Zbadad, dla jakich € > 0 gtadkimi krzywymi sg zbiory
{pe€ E, :dist(p,E) =¢} oraz {pe€ E_:dist(p,E) =¢}.

Zadanie 3.6. Rozwazmy torus zanurzony w R3:

T .= {(x,y,z):<\/x2+y2—R)2+z2:T2} (0<r<R)

oraz plaszczyzne V C R3. Czy rzut ortogonalny 7' na V ma gtadki brzeg? Innymi
stowy: czy torus widziany ludzkim okiem jest gtadki?

Zadanie 3.7. Dlasfery S"~! C R” wyznaczy¢ rzut 7: R"\{0} — S"~! i jego pochodne.
Wykazaé, ze druga forma podstawowa ma postac

A, (u,v) = (u,v) p dlapeS" u,veT,S"

Zadanie 3.8. Wykazac, ze krzywizna Riemanna Rm posiada nastepujace symetrie
(dla dowolnych wektoréw stycznych a, b, ¢, d):

Zadanie 3.9. Sprawdzi¢, ze krzywizna Ricciego jest symetryczng forma dwuliniowa:

Ric,(a, b) = Ric(b, a) dla a,b € T,M.

Zadanie 3.10. Ustalmy ptaszczyzne o C T, M. Uzasadni¢, ze wielkos¢

Rm(u, v, v, u)

(u,u) (v,v) — (u,v) (u,v)

sec(u,v) =

nie zalezy od wyboru bazy u,v € a.

Zadanie 3.11. Dla sfery S*~! C R" wyprowadzi¢ nastepujacy wzoér na krzywizne
Riemanna:

Rm,(a,b,c,d) = (a,d) (b,c) — {a,c) (b,d) dlaa,b,c,de T,S" ",

a nastepnie wyznaczy¢ dla S"~! krzywizne Ricciego Ric,(a,b), krzywizne skalarna S,
i krzywizne sekeyjna sec, (o).
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Rozdziat 4

Klasyczna teoria potoku
przeksztalcen harmonicznych

4.1 Okreslenie problemu

Tak jak poprzednio, bedziemy zaktadac, ze dziedzing jest przestrzen euklidesowa R",
a przeciwdziedzing zwarta podrozmaitoéé¢ bez brzegu N C R?. W tej ogélnosci, w roz-
dziale 1.3 rownanie potoku przeksztalcen harmonicznych zostato wprowadzone jako

0, — AT)u =0,

gdzie ATu(t,z) jest sktadows laplasjanu Au(t,z) (obliczanego po wspoéhrzednych dla
przeksztatcenia u;: R® — RY) styczng do N w punkcie u(t, ). Korzystajac z drugiej
formy podstawowej, réwnanie to mozemy przepisa¢ w réwnowaznej postaci

(0 — Au) = A, (Vu, Vu),
gdzie tym razem uzyliSmy skrétu notacyjnego A,(Vu, Vu) = 327_; A, (9u, Oju).
Zeby utatwié analize rozwiazan, warto rozwazaé¢ dziedzine
e zwarta (praca na R™ wymaga zalozen o zachowaniu w nieskoriczonosci),
e bez brzegu (praca na B" prowadzi do rozwazania warunkéw brzegowych)

e 1 as raca na T wymagata od nas uwz nienla Krzywizin z1ledzin .
i ptaska (p S"~! wymagataby od glednienia krzywizny dziedziny)

Wszystkie te warunki spelnia n-wymiarowy torus
T := (S = R"/Z".

Odpowiednie sformutowania sa prawdziwe dla kazdego z wyzej wymienionych przy-
padkéw (R", B", S"1), tutaj jednak ograniczymy si¢ do funkcji okreslonych na T™.
Mozna je utozsamiac¢ z funkcjami 1-okresowymi na R".

Badany przez nas potok przekstatcen harmonicznych ma wiec postac:

{(at —Au(t,z) = Au(Vu,Vu) dlazeT” t>0 (HMF)

u(0,x) = ug(x) dla z € T".
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4.2 Istnienie rozwigzan na krotkim przedziale cza-
sowym

Twierdzenie Eellsa-Sampsona i strategia dowodu

Jedli przeksztalcenie poczatkowe ug: M — N jest gladkie, a obie rozmaitosci M, N
zamkniete (tzn. zwarte i bez brzegu), to na pewnym (matym) przedziale czasowym
[0, T) istnieje gladkie rozwigzanie u: [0,7) x M — N potoku przeksztatcen harmo-
nicznych. Wynik ten pochodzi od Eellsa i Sampsona' [ES64], zob. tez [LW08, Th. 5.2.1].

Twierdzenie takie nie jest zaskakujace dla oséb zajmujacych sie nieliniowymi rownania
parabolicznymi. Dowéd przebiega jak wickszos$¢ innych w tej dziedzinie, ale warto zwrocié
uwage na problem zwigzany z geometrycznymi wiezami nalozonymi na rozwigzanie.

Zeby utatwié¢ prezentacje rozumowania, ograniczymy sie do przypadku dziedziny
M = T" jak opisano w poprzednim podrozdziale. Zalozymy ponadto wprost, ze
N C R? jest podrozmaitoscig przestrzeni euklidesowej, chociaz w éwietle twierdzenia
Nasha? o zanurzeniu izometrycznym nie zmniejsza to ogdélnosci rozwazan.

Twierdzenie 4.1. Zaléimy, ze N C R jest zamknigtq podrozmaitoscig. Wtedy dla
kazdego przeksztalcenia ug € C*°(T™, N') istnieje maksymalny czas Tyax (ug, T*, N') > 0
taki, ze potok (HMF) posiada jednoznaczne gladkie rozwigzanie w: [0, Tipax) X T" — N.
Ponadto jesl T < 00, to

lim ||Vl = +00.
t /T,

max

Strategia dowodu jest nastepujaca:

a) Przedtuzymy drugg forme podstawows z N do calej przestrzeni R?, co pozwala
(a) ymy drugg forme a ]
rozwazaé dowolne funkcje o wartosciach w R

(b) Zdefiniujemy operator u — v = Su rozwiazywania problemu pomocniczego

(0 — A)v = Ay (Vu, Vu),
Vo = Uo,

tak, by rozwiazanie réwnania (HMF) sprowadzalo sie do znalezienia punktu sta-

tego S. Korzystajac z twierdzenia Banacha o punkcie statym, wykazemy istnienie

punktu statego.

(¢) Wykazemy gtadkosé i jednoznaczno$é znalezionego rozwigzania, oraz wyprowa-
dzamy warunek towarzyszacy wybuchowi w skonczonym czasie.

(d) Sprawdzimy, ze znalezione rozwiazanie rzeczywiscie przyjmuje wartosci w pod-
rozmaitosci NV

LJames Eells (1926-2007), amerykanski matematyk
Joseph H. Sampson (1926-2003), amerykanski matematyk
2John Nash (1928-2015), amerykaniski matematyk
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Przedluzenie drugiej formy podstawowej

Zgodnie z Definicjg 3.6, druga forma podstawowa wyraza sie przez rzut m: N. — N:
Ap(u,v) ==V m, dlape N, u,v e T,N.
Ten wzér zadaje juz rozszerzenie A,(u,v) na punkty p € M. w otoczeniu tubularnym

i dowolne wektory u,v € RY.

Aby rozszerzyé na dowolne p € R?, uzyjemy funkcji wycinajacej. Wybierzmy wiec
funkcje n € C*°(R?) spelniajaca n = 1 na N4 oraz n = 0 poza N, ;. Pozwala to
zdefiniowaé:

Ap(u,v) == =V2, (nm), dlap € R?) u,v € R

Tak okreslone A jest funkcja gltadka o zwartym nosniku, przyjmujaca wartosci w ma-
cierzach symetrycznych.

Tak jak wczesniej, dla skonstuowanego przedtuzenia rowniez przyjmujemy konwen-
cje notacyjng A,(Vu, Vu) = >°; A, (Oju, Oju).

Zastosowanie twierdzenia Banacha o punkcie staltym

Rozwiazania bedziemy szukali w przestrzeni

Xr = {u C w0, ..., Ogu € CO([0,T] x T, RY), g = uo} ,
[ullxr = llulloo + [Vullse,
czyli funkcji klasy C' o danych poczatkowych ug. Zgodnie z przyjeta konwencja, roz-
wazamy tu jednak jedynie pochodne wzgledem zmiennych przestrzennych. Odnotujmy,
ze X1 ze wskazang norma jest przestrzenig zupelna. Wartos¢ T' > 0 zostanie ustalona
pozZniej.

Wprowadzamy operator S zgodnie ze wzorem Duhamela (Wniosek 2.6)
t
smmmzmwm+/fh4@wwwm@mp
0

Jesli u jest odpowiednio regularne, v = Su jest rozwiazaniem problemu pomocniczego

Vo = Uo,

F&—AW:AAVWVM,

jednak na razie skupmy uwage na jawnej definicji .S.

Znalezienie rozwiagzania (HMF') sprowadza si¢ — cho¢ na razie jedynie formalnie —
do znalezienia punktu stalego S. Dokonamy tego przy pomocy twierdzenia Banacha?
o punkcie stalym. Ze wzgledu na nieliniowos¢ prawej strony réwnania nie mozna ocze-
kiwa¢, ze S jest kontrakcja na Xp, dlatego ograniczymy sie do domknietej kuli wokot
Hyug (rozwiazania rownania ciepta z danymi poczatkowymi ug):

B:={ue Xr:||lu— Huo|x, <1}.
3Stefan Banach (1892-1945), polski matematyk
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Naduzycie notacji: ug to
jednoczesnie zadana
funkcja poczatkowa oraz
funkcja u(0, x)

Gdy uw € X7, funkcja v
moze nie byé klasy C?,
i wéwczas jest zaledwie
stabym rozwiazaniem



Lemat 4.2. Istnieje (mala) wartosé¢ T = T(n, N, ||Vug||w) > 0, dla ktérej S: B — B
jest kontrakcjq, © w konsekwencji posiada dokladnie jeden punkt staty.

Dowdd lematu. Dla u € B zauwazmy najpierw, ze
lullx, < llu = Hyuollx, + [[Hetollx, < 1+ CN) + [[Viuolloo,

a wiec norma u jest ograniczona przez stalta zalezna od N i ||[Vugl|o. Aby przekonaé
sie, ze Su € B, sprawdzmy, ze

|Su — Hyupl(t, x) ’/ H; , (Au(Vu,Vu)) (x) dr
< / Hy_y|Vul(z) dr
0

t
<IVul [ ar
0
< T

Otrzymalismy, ze ||Su— Hyugl|oo < CT. Dla dostatecznie matego T' > 0 jest to wartosé
mniejsza od 1. Podobnie postepujemy z gradientem:

|V (Su — Hyug)l( W(Vu, Vu)) (z) dr

t
= kuzo / (t=r) dr
0
< T1/2.
Tym razem skorzystalismy ze zgrubnego oszacowania gradientu ||V H, o < 72| /oo

(Stwierdzenie 2.3). W ten sposéb ponownie otrzymujemy ||Su — Hyugl|oo < 1 dla do-
statecznie matego 7' > 0. Wykazalismy wiec, ze — przy tym zatozeniu - S: B — B.

Podobnie wyglada sprawdzenie, ze S jest kontrakcja. W tym celu poréwnajmy
najpierw prawe strony réwnania pomocniczego dla dwoch funkeji u,v € B:

|Ay(Vu, Vu) — A, (Vo, Vo)| < [(Ay — Ay) (Vu, Vu)|
+ |A,(Vu — Vo, Vu)| + |Ay(Vo, Vu — Vo)
< Ju—o||Vul? + |Vu — Vo||[Vu| + |[Vo||[Vu — V.

Pozostaje wowczas bezposrednio oszacowac;

|Su — Sv|(t, x) ’/ Hi_ . (Au(Vu,Vu) — A,(Vou, Vo)) (z) dr

5/0 Hyy (IVulu — 0| + (|Vu+ Vo) |Vu — Vo) (2) dr
Slu=ol, [ dr
< Tllu = vl x-

Podobny rachunek pokazuje, ze ||V (Su — Sv) s < TV2||u — v||x,.. Przy zatozeniu do-

statecznie matego T' > 0 mamy wiec ||Su—Sv| x, < 3|lu—v| x,. Na mocy twierdzenia
Banacha dowodzi to istnienia (jednoznacznego w B) punktu statego Su = u.

36



Odnotujmy, ze jest to w ogdle jedyny punkt staly S (nie tylko w B). Przypusémy
mianowicie, ze oprbcz znalezionego punktu staltego u € B jest jeszcze inny, v ¢ B.
Z naszych rozwazan wynika

lo = Huoll 7 S | V0ll3, - max(T, T?),

i w konsekwencji v € B, gdyby T byto dostatecznie mate (dobrane zaleznie od v).
Oznacza to, ze u i v musza sie pokrywaé¢ na pewnym poczatkowym przedziale. Zmie-
niajac przeksztalcenie poczatkowe, wnioskujemy stad, ze zbior {t € [0,T] : u; = v;}
jest otwarty. Jest jednak jednoczesnie domkniety, a wiec u; = v dla wszystkich
t €10,7]. O

Gladkos$é, jednoznacznosé i charakteryzacja wybuchu

. . . . Duvskusia eladkodei

Znalezione rozwigzanie u € X7 spelnia _ySusE BacKoneh

Jednoznacznosm 1 czasu

. istnienia rozwigzan jest
_ catkowicie analogiczna jak

u(t, r) = Hyuo(x) —i—/o Hi . (Au(Vu,Vu)) (z)dr dlat >0, w praypadku réwna
zwyczajnych
czyli jest zadane przez wzor Duhamela odpowiadajacy rownaniu (0;—A)u = A, (Vu, Vu)
o prawej stronie gltadko zaleznej od u i Vu. Spetnione sg wiec zatozenia Twierdzenia

2.8, z ktérego wnioskujemy gtadkosé w.

Wybierzmy teraz Ti,.. > 0 jako maksymalny czas, dla ktorego istnieje gtadkie roz-
wiazanie na [0, Tiax). W poprzednim kroku uzasadnilismy jednoznaczno$¢ rozwiazania
na krétkim przedziale czasowym [0, T, ale ten sam argument (oparty na spdjnosci od-
cinka) uzasadnia jednoznacznosé na [0, Thyax)-

Przypusémy teraz, ze Tia.x < 00, a jednoczesnie

limsup || Vug||oo < 00.

max

Wowczas istnieje wspélne ograniczenie ||Vl < A dla wszystkich ¢ € [0, Tinayx). Jesli
przyjmiemy ur,, —. jako dane poczatkowe, to konstrukcja w poprzednim kroku da-
je nam przedtuzenie rozwiazania na odcinek [Tyax — €, Tax — € + T, gdzie T" > 0
zalezy jedynie od n, N i |Jur,.. .|l (ktOre jest ograniczone przez A), a wiec jest nie-
zalezne od ¢. Wybierajac dostatecznie mata wartos¢ € > 0, otrzymujemy sprzecznosé
z maksymalnoscig Thax.

Spetnienie geometrycznych wiezow

Pozostaje uzasadnié, ze otrzymane rozwiazanie u: [0, Tpax) X T? — R? réwnania
(HMF) (z odpowiednio przedtuzona prawa strona) rzeczywiscie przyjmuje wartosci
wN

W tym celu rozwazmy pomocniczo funkcje

g(t,$) = %|u(t,$) - W(U(t,l‘))|2,

czyli kwadrat odleglosci u(t,z) od N. Jest ona dobrze okreslona i gtadka, dopoki u
przyjmuje wartosci w otoczeniu tubularnym M.
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W chwili ¢ = 0 mamy uo(z) € N, a wiec ¢(0,z) = Lug(z) — 7(uo(z))* = 0
dla x € T". Wykazemy, ze tak pozostaje dla wszystkich £ > 0. Na potrzeby dowodu
obliczymy operator ciepta, przynajmniej dla matych ¢ > 0:

O0g = <U — Ty, Ou — Vﬂu(atU» )
dig = (u — my, Ou — V,(Ou))
O0iig = <u — Ty, Ot — V', (Osu) — V2, (95, @u)>
+ (Oyu — VT, (Ou), Oiu — Vrr, (Ou))
Ag = <u — T, Au — Vr,(Au) — V3, (Vu, Vu)> + |V (u—m,),

(O —A)g = <u — Ty, Ou — Au + V31, (Vu, Vu)>
=0
— (U — 7y, VI (O — Au)) — |V (u — m,) %

=0 >0

Dla matych ¢t mozemy przyjaé, ze u nie opuszcza otoczenia tubularnego M4, choé
a priori nie wykluczamy, ze moze opusci¢ N. Wowezas czton dyu— Au+ V27, (Vu, Vu)
jest zerowy wprost z réwnania (HMF). Dla precyzji warto odnotowaé, ze rozwiazu-
jac nasze réwnanie, zdecydowalidémy sie na wtlasnie takie przedtuzenie sformutowania
(HMF) dla funkcji u: [0, Tipax) X T™ — R,

Drugi czton jest zerowy, gdyz u—m, jest wektorem prostopadtym do T, a V(. ..)
jest wektorem stycznym w 7,. Sg to wiec wektory prostopadte.

Pozostaje ostatni czton, o ktérym wystarczy wiedzie¢, ze jest nieujemny. Wniosku-
jemy wiec, ze (0, — A)g < 0, przynajmniej dla matych ¢ > 0. Ale skoro ¢ jest funkcja
nieujemna i ¢(0, ) = 0, to z zasady maksimum (Zadanie 1.3) g pozostaje funkcja ze-
rowa. Pozwala to przeprowadzi¢ powyzsze rozumowanie dla wszystkich ¢ € [0, Tihax)
przez rozpatrzenie pierwszego momentu, w ktérym u opuszeza N (ale jeszcze nie oto-
czenie tubularne). Konezy to dowéd Twierdzenia 4.1. ]

4.3 Nier6éwnosci energetyczne

Standardowe oszacowania

Zaczniemy od bardzo elementarnych oszacowan, ktore moga wygladaé znajomo — te sa-
me wtasnosci (i w gruncie rzeczy z tym samym dowodem) pokazuje sie dla klasycznego
réwnania ciepta.

Najprostsza globalna nierownos¢ energetyczna jest nastepujaca:

Lemat 4.3. Oznaczmy energie Dirichleta przez

1
E(v) = §/Tn |Vo|? dz.

Jesli u jest rozwigzaniem (HMF), to

¢
E(u) — E(ug) = —/0 /ﬂ‘" |0us|? dz ds,

w szezegolnosci E(u(t)) jest funkcjg nierosngcqg.
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Dowaéd. Dowdd przebiega identycznie jak dla klasycznego rownania ciepta. Roznicz-
kujac E(u;) po czasie, a nastepnie catkujac przez czesci, otrzymujemy

8,5E(Ut) :/<Vut,vatut> dx
== —/<Aut7atut> dl‘
= —/|8tut\2 dz.
W ostatnim przejsciu mogliémy zamieni¢ Awu; na dyu;, poniewaz réznica tych dwoch
zgodnie z réwnaniem (HMF) jest prostopadia do T,,N, i w szczegdlnosci do wektora
Ouy € T, N. Calkujac otrzymang tozsamo$é po czasie, otrzymujemy teze. ]
Odnotujmy jeszcze poréwnanie wielkosci |Qyu| 1 [Vuyl:

Lemat 4.4. Jesli u jest rozwigzaniem (HMF), to

/ |Ou|? do dt < 7’_2/ |Vul? dz dt.
Pr Py

Przez P,(to, o) oznaczamy tu cylinder paraboliczny PR G
Py (to, z0) = {(t,z) : to — r* <t <to, o —mo| <1}, t r?
i domy$lnie P, = P,(0,0). =
Dowaéd. Wybierzmy funkcje wycinajaca ¢ spetniajaca
© € C((—4r?,0] X By,), @=1mal[-r*0]x B,, ¢ =>0.
Mozemy to zrobi¢ z zachowaniem warunkéow |V| < r71i |0y < r2 (np. konstruujac
¢ dlar = 11 przeskalowujac). Mnozac réwnanie (HMF) stronami przez d;u i odnotowu-
jac prostopadloéé do prawej strony réwnania, otrzymujemy |Oyul? = O;u Au. Mnozac
teraz przez ¢? i calkujac, otrzymujemy
/ |Oul?p? dz dt = / Opu Aup? dx dt
Pay Pay
=— Vu V(dup?) dz dt
PZT'
= — 2Vu Oyu oV + Vu Vou ¢* do dt
Pa

=I+4+1I

Sktadnik I szacujemy za pomocg dosy¢ typowego triku:
1 <20Vele [ [Vl |l ¢ do dt
2r
1
< —/ |0ul?¢? da dt + CT’_2/ |Vul? dz dt. Tu si¢ wyjasnia, dlaczego
2 Jps, Pay jako funkcje testowa

przyjelismy ¢?
Nier6wnosci Younga ab < ea? + C.b* uzylidmy tutaj z taka stala, by wyraz [|0ul?

mogt by¢ absorbowany przez lewa stron¢ poprzedniego oszacowania. Drugi wyraz to
doktadnie ograniczenie, ktore mieliSmy uzyskac.
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D(19,20) (13 1)
to mniej wiecej

2—n 2
r fBr(xo) [Vug, 2]

Wezesniej uzywaliSmy
oznaczenia u), ale dla
unikniecia kolizji oznaczen
teraz bedzie u(*)

Jesli u jest okreslone na

[0,T] x T", to u™ na
[0,A72T] x A~1T"

Pozostaje ograniczy¢ sktadnik II, catkujac przez czesci:
Ir= —/ O (3|Vul?)¢® dz dt
Py

_ 1 20 (2 _
— /Pw 5|Vul"0,(p7) da dt /B

/ \Vul?0?0,p da dt
Py

31Vu(0,2)[?¢*(0,2) dz

2

/A

S r_2/ |Vul? dz dt.
P2r

Poniewaz ¢ nie zeruje si¢ na catym brzegu obszaru, pojawia si¢ tutaj czton brzegowy,
ale na szczescie z wtasciwym znakiem. Tak jak dla I, pozostaly wyraz jest zgodny
7 oczekiwaniami. ]

Formula monotoniczna

W poézniejszych rozwazaniach — zwlaszcza przy badaniu osobliwosci — potrzebna bedzie
réwniez lokalna kontrola energii. Z tego wzgledu dla dowolnego (tg, z9) € RxT"is > 0
wprowadzamy wielkos¢

q)(toﬂﬁo)(s; u) = SHS|VU/t0—S|2(IO)7 (41)

o ile tylko wu,_s jest okre$lone. Zapis ten bedziemy skraca¢ do ®(s), jesli u oraz zj
beda jasne z kontekstu. Rozwazania ponizej zakladaja, ze dziedzina jest R™ (a nie T™),
ale ograniczajac je do funkcji periodycznych, otrzymujemy odpowiednie sformutowanie
rowniez dla torusa.

Lemat 4.5. Wprowadsmy oznaczenie u™(t,r) := u(\’t, \r). Wéwczas
(13(070)(/\23; u) = D0)(5; uo‘)).
Ponadto jesli u jest rozwigzaniem (HMF), to u™ réwniez.

Dowéd. Zauwazmy, ze |[VuM(t,2)|? = N2|Vu(t,x)|? oraz pWM (¢, z) = A\"p(t, ). Przez
podstawienie otrzymujemy zatem, ze catki Hyzy|Vu_y2s|2(0) i H,|Vu™|2(0) réznia sie
wladnie o czynnik A2

Sprawdzenie réwnania (HMF) dla «™) wyglada podobnie jak w przypadku réwna-
nia ciepta:

OuN(t, z) = N2ou(Nt, \x),  AuM(t,2) = N2Au(N’t, \x),
Ayon (Vu?, Vu()‘))‘(t = )\QAU(VU7VU>‘(

A2t Az)

Jedyna nowoscia jest prawa strona réwnania, ktora jednak skaluje sie tak samo. [

Przejdziemy teraz do dowodu formuty monotonicznej. Zostata ona wykazana przez
Struwego® w [Str88] (zob. tez [LW08, Th. 7.1.1]).

4Michael Struwe (ur. 1955), niemiecki matematyk

40



Lemat 4.6 (formuta monotoniczna). Niech u bedzie rozwigzaniem (HMF). Wowczas
dla ustalonego (ty,xo) € R x T™ wielkosé

(I)(to,zo)(s; u) = SH5|VU,50_5|2(330)
jest niemalejgcg funkcjg argumentu s > 0.

Bezposrednim wnioskiem z formuly monotonicznej jest, ze
2 s 2
Hs—t|vut‘ < ;Hslvud )

co jest istotnie stabsza nieréwnoscig niz oszacowanie Hs_¢|Vuy|? < Hg|Vug|? dla rozwiazan
rownania ciepta. W szczegdlnosci, nie implikuje ono punktowego ograniczenia na Vuy.

Z drugiej strony, formula monotoniczna okaze sie (duzo péiniej) kluczowa dla oszaco-
wania wymiaru zbioru osobliwego. Pozwala tez wywnioskowaé¢ globalna nieréwnosé z Le-
matu 4.3 w granicy s — o0.

Dowdd. Dla uproszczenia obliczen przyjmijmy (¢g, o) = (0,0). Wygodniej bedzie row-
niez wykaza¢ monotonicznosé ®(A\?%; u) wzgledem ), co jest oczywiscie rownowazne te-
zie. Zgodnie z poprzednim lematem mamy ®(\%;u) = ®(1;u™), co pozwala wyznaczy¢
pochodna:
MDA u) = & (1;u™W)

= 8>\/ Va2 py dz

_9 / V) - vou) py de

= —2/div (p1Vu(,Al)) -8Au91) dx

= —2/ (plAu(_)‘l) +Vp; - Vu(_’\l)) -8,\u(_’\1) dz.

Zbadajmy kolejno kazdy z wyrazéw. Zauwazmy, ze 8,\u(_’\1) jest wektorem stycznym
do NV (w punkcie u(_’\l) ), wiec do Au(_Al) mozemy dodaé wektor (9, — A)u(_’\l) (ortogonalny

do N), pierwszy wyraz zastepujac tym samym przez Gtu(_)‘l), czyli przez \20,u ewa-
luowane w (—A?, Az). Gradient p; obliczamy bezposrednio jako Vpi(z) = —£p(z).
Wreszcie,
A
muN(z) = (z - Vu— 2)\@“)‘(_)\27/\@‘
Podstawiajac, otrzymujemy
NP\ u) = —2/ (pl(m) A0 — %pl(x) . AVu) (- Vu — 2 0u) dz
(=22,\z)
1 9 2
= / ’)\a: -Vu — 2\ atu’ ’(_)\2’/\3&) pi(z) dz
1 9 2
= / ’y -Vu — 2\ atu‘ ‘(—/\Q,y) paz(y) dy.
Wynik jest niewatpliwie liczba nieujemna, co implikuje monotonicznos¢ . ]
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Czlon z drugimi
pochodnymi u mozna
zapisaé w zwarty sposéb
jako |Vdul|?, gdzie V jest
przeciggnieciem koneksji
Levi-Civity na N

Mozemy tez ostateczny wynik nieco uproéci¢ przez podstawienie:
200, (A% u) = 0, ®(\%; u)

— i/‘y Vu — 2>\26tu]2 ’(_Az,y) px(y) dy.

Przez 0,® oznaczylismy tutaj pochodna ® wzgledem pierwszego argumentu. Ostatecz-
nie pochodng te wyznaczamy jako

1
aSQ(S; U) — % / ’y . VU/ — ZSatU|2 ’(73711) ps(y) dy
1

= %HS ly - Vu_, — 2s59u_4|* (0).

A w ogdélnym przypadku jako:

1
asq)(toaﬂ%)(s; U’) = %HS ‘(y - .T()) ’ Vuto—s - 23815“150—8’2 (‘7;0>

4.4 Wzdbr Bochnera

Eells-Sampson [ES64], a nastepnie Hartman® [Har67], wykazali, ze potok przeksztal-
cent harmonicznych (HMF) ma lepsze wlasnosci, gdy rozmaito$é w obrazie N posiada
niedodatnig krzywizne sekcyjng. Kluczem do tych wynikéw jest wzér Bochnera®, po-
kazujacy zwigzek miedzy krzywizng N a analitycznymi wlasnos$ciami réwnania.

Lemat 4.7 (wzor Bochnera [LWO08, Lem. 5.3.3]). Niech u: [0,T] x T — N C R?
bedzie dowolnym przeksztalceniem. Oznaczmy gestosé energii e(t, ) := L|Vu(t, z)|?.
Wowczas:

(9 — A)e = =3 [(Gapt)"[* + 3" Rm(uw, Dgut, D, Dor) + S (Ot (0 — AT Yuu)
o, a,f o

gdzie Rm jest krzywizng Riemanna N (3.1).

Whniosek 4.8. Gdy u jest rozwigzaniem (HMF), wzér Bochnera przybiera prostszg
postacé

(8 — A)e = = > [(Bapu) "> + > Rm(dau, dsu, dgu, dau).
a,fB a,B

Jesli ponadto krzywizna sekcyjna N jest niedodatnia, to
(@ — A)e < 0,

a wiec gesto$é energii jest podrozwigzaniem rownania ciepta.

Dowod Wniosku 4.8. Jesli u jest rozwigzaniem potoku przeksztatcen harmonicznych,
to wyraz (0; — AT)u tozsamogciowo znika.

SPhilip Hartman (1915-2015), amerykafski matematyk — nie mylié z aktorem o tym samym imieniu
i nazwisku
6Salomon Bochner (1899-1982), amerykanski matematyk urodzony w Podgérzu pod Krakowem
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Jedli krzywizna sekcyjna N jest nieujemna, to dla dowolnych liniowo niezaleznych
wektoréw stycznych v, w mamy

Rm(o, w, w,v) = ([o2Juw]’ — | (v,w) [2) - sec(v, w) < 0,

gdyz sec(v,w) < 0oraz | (v, w) | < |v|-|w|. Gdy v, w sa liniowo zalezne (i nie wyznaczaja
plaszczyzny), to Rm(v, w, w,v) = 0 ze wzgledu na symetrie Rm. W naszym przypadku,
dla punktu u € N i wektoréw stycznych 0,u, dgu mamy

Rm (0w, Osu, Ogu, Oqu) < 0.

Czton — 32, 5 (Bapu) ' |? jest zawsze niedodatni, wige (9, — A)e < 0. O

Gdy plaska dziedzine T™ zastapimy przez dowolng rozmaitosé¢ M (jak w [LWO08, Ch. 5.3]),

we wzorze Bochnera pojawia sie dodatkowy czton — RicM(Vu, Vu). Z tego powodu prze-
ksztalcenia harmoniczne z rozmaitosci o nieujemnej (a zwlaszcza dodatniej) krzywiznie
Ricciego wykazuja lepsze zachowanie [LWO08, Prop. 1.5.2].

Gdy M jest zamknieta rozmaitoscia, w wyniku tej poprawki odpowiednia wersja Wnio-
sku 4.8 daje nam nieréwnosé (9, —A)e < Ce, gdzie stata C zalezy od globalnego ogranicze-
nia na krzywizne Ricciego M. W konsekwencji funkcja exp(—Ct) - e jest podrozwiazaniem
réwnania ciepta, co w zupelnoéci wystarcza na potrzeby naszych zastosowan.

Jak widaé, znaczenie ma zaréwno geometria M jak i N. Jednak to wklad krzywizny
N jest duzo bardziej istotny dla analizy zachowania rozwigzan.

Dowodd Lematu 4.7. Jest to bezposredni rachunek. Zauwazmy najpierw, ze

(0 — Ae = =3 |Ougul® + 3 (Batt, (9, — A)Duu)
a,f e

Przypomnijmy, ze sktadowa J,gu ortogonalna do T, N jest —A,(Onu, dsu). Z twier-
dzenia Pitagorasa mamy wiec:

[Oapul® = |(Oasu) " — Au(Oatt, O5u)|* = |(Daswt) " * + |Au(at, O5u).

Aby przeksztalci¢ drugi czton, roztozymy réwniez (0; — A)u na czesé styczna i orto-
gonalng do N. Przypomnijmy, ze ta druga ma postaé¢ A,(Vu, Vu). Mamy wiec:

(0 — N0t = 0 (0y — AVt = 0a(0; — AT+ 0(Au(Vu, Vu)).
Wykorzystujac prostopadtosé, mamy
Ou (Ogu, Ay(Vu, Vu)) =0,
i w konsekwencji drugi czton daje wktad

Zﬁ (Oatty 0 (Ay(0pu, Dgu))) = — Zﬁ (Onatt, Au(Ogu, Ogu))

= Z (Au(Oau, Oqu), Ay(Opu, Ogu))
a,B
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jesli powotamy sie raz jeszcze na fakt, ze sktadows normalng J,u jest — A, (Oyu, Oqu).
Po uwzglednieniu tych przeksztalcen mamy ostatecznie

(0 = A)e = =D [(Das) '|* = [Au(Oar, gu)
a,B
+ > (Oatt, 0a (0 — AT)u) + >~ (Au(Datt, Oatt), Au(Dpu, Dgu))
(0% a7ﬁ

= 3 1(@us) P + Y. R, Dy, Dy, Do) + 3 (Do, 020 — AT u)
o, a,fB o

na mocy réwnania Gaussa, czyli — na potrzeby niniejszego skryptu — z definicji krzy-
wizny Riemanna (3.1). O

4.5 Globalne rozwigzania w przypadku rozmaitosci
o niedodatniej krzywiznie sekcyjnej

Wspomniane juz twierdzenie Eellsa-Sampsona [ES64] (zob. tez [LWO08, Th. 5.3.1])
wzmacnia Twierdzenie 4.1 (o lokalnym w czasie istnieniu rozwiazan), gdy rozmaitos$é
N w obrazie ma niedodatnig krzywizne sekcyjna:

e w takim przypadku Ty, = 00, czyli rozwiazanie jest okreslone na [0, 00) x M;

e przy t — oo, przeksztalcenie u; zbiega (w odpowiednim sensie) do gtadkiego
przeksztalcenia harmonicznego s : M — N.

Poniewaz ewolucja u jest gladka, przeksztalcenie ugy jest homotopijne z u; dla kazdego
t > 0, a ze wzgledu na gladka zbieznos¢ u; — uso, roOwniez z us,. Okazuje sie wiec, ze
kazde przeksztalcenie ciagle ug: M — N mozna homotopijnie zmodyfikowaé do gtadkiego
przeksztatcenia harmonicznego — najpierw modyfikujac je do przeksztatcenia gltadkiego,
a nastepnie poddajac ewolucji zadanej przez (HMF).

Warto odnotowad, ze w ogdlnym przypadku (czyli dla dowolnej rozmaitosci N') potok
(HMF') moze tworzy¢ osobliwosci w skonczonym czasie (czyli Timax < 00), a niektére klasy
homotopii przeksztatcen M — N moga nie posiada¢ harmonicznych reprezentantéw.

Tak jak poprzednio, twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej zamknietej rozmaito-
sci M w dziedzinie (por. uwaga pod Wnioskiem 4.8), tutaj jednak ograniczymy sie
do torusa: M = T". Sformutowanie méwigce o zbieznosci u; — us mMozna wzmocnic
nieznacznie jak w [ES64] — dla kazdego ciagu t, — oo istnieje podciag, na ktérym ta
zbieznosé zachodzi — lub wzmocni¢ znaczaco jak w [HarG7] — po prostu u; — ue, przy
t — o0. Dla prostoty prezentacji pozostaniemy jednak przy skromniejszym sformuto-
waniu.

Twierdzenie 4.9. Zatéimy, ze N' C RY jest zamknietq podrozmaitosciq o niedodatniej
krzywiznie sekcyjnej. Wtedy dla kazdego przeksztatcenia ug € C*°(T™, N') potok (HMF)
posiada jednoznaczne gladkie rozwigzanie u: [0,00) x M — N. Ponadto istnieje cigg
ty — 00, dla ktdre uy, jest ciggiem zbieinym w C? do pewnego gladkiego przeksztalcenia
harmonicznego s .
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Dowéd. Zgodnie z Twierdzeniem 4.1 (o lokalnym istnieniu), aby uzasadnié, ze maksy-
malny czas istnienia to T = 00, wystarczy wykluczyé wybuch ||Vl w skoficzo-
nym czasie. Jednak zatozenie o krzywiznie N implikuje na mocy Wniosku 4.8 (wzoru
Bochnera), ze gestosé energii e(t, z) = 1|Vu(t,z)* jest podrozwigzaniem réwnania
ciepla. Zgodnie z zasada maksimum (Zadanie 1.3) oznacza to, ze

e(t,x) < maTxe(O,y) dlat >0, z € T",
yel™

a wiec | Vug|loo < ||Vuglloo dla wszystkich ¢ > 0.

Badanie zbiezno$ci u; zacznijmy od uwagi o regularnosci. Otéz z zastosowania
Twierdzenia 2.8 (o gtadkosci rozwiazan) wynika nie tylko regularno$é w,, ale réwniez
ilosciowe oszacowania na wszystkie pochodne:

Juellor < C(n, N K, [[Vugllos) dlat > 1.

Latwo to zauwazy¢, sledzac dowdd tego twierdzenia, oparty na iteracji Stwierdzenia
2.7 (o oszacowaniach Schauderowskich). Pozwala on ograniczy¢ dowolna z norm ||u|| ox
przez staly zalezng od k oraz ||Vu_ 1|/, przy czym w naszym przypadku ta druga
wielkos¢ jest ograniczona przez ||Viugl|so-

Dla dowolnego ciggu t;, — oo, twierdzenie Arzeli-Ascolego’ pozwala nam wiec
wybraé¢ podciag, dla ktérego u;, — us w C?. Ze wzgledu na réwnanie (HMF) réwniez
wyraz Opuy, zbiega jednostajnie do pewnej funkcji v, i w rezultacie graniczna funkcja
Us Spelnia réwnanie

V= Ao = Ay (Vieo, Vo).
Pozostaje zagwarantowac, ze v = 0.

W tym celu powotamy sie na Lemat 4.3 (nieréwnos¢ energetyczna). Moéwi on, ze
dla dowolnego t > 0 zachodzi

t
/0 /Tn |Oyus|* do ds = E(ug) — E(u;) < E(ug).

Catka po nieskonczonym przedziale

/OO/ |0us|? dz ds
o Jrn

jest wiec zbiezna, i w szczegdlnosci
k41
k—oo
/ / |Ou,|* do ds —2% 0.
k T

Mozemy wigc wybraé¢ dla kazdego k taki czas ¢y, € [k, k + 1], ze ||Opuy, |12 — 0. Wy-
bierajac podciag tak jak opisano wcezesniej, otrzymujemy zadane przeksztalcenie uq.
Istotnie, jednostajna zbieznos¢ dyu;, — v w polaczeniu ze zbieznoscia Oyu;, — 0
w L*(T") implikuje, ze v = 0. [

"Cesare Arzela (1847-1912), wloski matematyk
Giulio Ascoli (1843-1896), wloski matematyk
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4.6 Zadania

Zadanie 4.1. Niech /' C R? bedzie zamknieta podrozmaitoécia. Zatézmy, ze u: [0, T] — R?
jest rozwigzaniem rownania zwyczajnego

u'(t) = V(u(t)),

gdzie pole V: R? — R? jest gladkie i spelnia V(p) € T,N dla wszystkich p € N.
Wykazaé, ze jesli u(0) € N, to réwniez u(t) € N dla wszystkich t € [0, T].

Zadanie 4.2. Zalézmy, ze u,v: [0,T] x T" — N sa dwoma rozwiazaniami (HMF) jak
w Twierdzeniu 4.1 i spetniaja |Vul, |Vv| < D na [0,7] x T". Wykazaé, ze jesli

luo — vollcr == |Juo — vollee + | Vo — Vgl < A,

to réwniez
llug — ve||er <24 dla 0 <t < T,

gdzie horyzont czasowy Ty moze zaleze¢ od n, N oraz D.

Wskazdwka. Dlaréznicy w := u—v wyprowadzi¢ nieréwnosé |(0;—A)w| < C(n, N, D)(|w|+|Vw|)
Rozwazy¢ najwicksze Ty > 0, dla ktérego zadane oszacowanie jest prawdziwe, a na-
stepnie uzyskac¢ dolne ograniczenie przy pomocy Stwierdzenia 2.7.

Zadanie 4.3. Niech u: By — N bedzie gtadkim przeksztalceniem harmonicznym na
kuli jednostkowej By C R", czyli rozwigzaniem roéwnania

—Au = A, (Vu, Vu).
Wyprowadzi¢ formute monotoniczna:

|0 ul®

oB, |x|n2

d(r) = r2_”/ |Vul? dz, P'(r) =2 dz > 0.
By

Wskazowka. Zastosowaé te samag strategie co w Lemacie 4.6.
Zadanie 4.4. Wykazaé, ze w przypadku jednowymiarowym rozwiazanie u: [0, Tipax) XS — N

uzyskane w Twierdzenie 4.1 zawsze jest okreslone na calej poétprostej [0,00), tzn.
Tmax = OQ.

Wskazowka. Wzor Bochnera.

Zadanie 4.5. Dla funkcji gtadkiej u: R® — R wyprowadzi¢ wzér Bochnera
1
A (2\vu\2> — V2l — (Vu, VAW).
Wywnioskowaé, ze jesli u jest funkcja harmoniczna (czyli —Au = 0), to

max [Vu(z)| = max [Vu(z)].
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Rozdziat 5

Przyklady osobliwosci i kluczowe
lematy techniczne

5.1 Przyklad Chang-Ding-Ye w dwéch wymiarach

Ta sekcja poSwiecona jest przykladowi z artykutu Changa, Dinga i Ye [CDY92] (zob. réw-
niez [LWO08, Ch. 6.3]). Na zajeciach temat ten referowal Lukasz Chomienia, ale rozumo-
wanie ponizej spisalem ja, wiec zazalenia w sprawie znalezionych bledéw prosze kierowaé
do mnie.

Twierdzenie 5.1. Istnieje przeksztalcenie poczgthowe ug: B — S? klasy C* postaci
ug(r, ) = (eie sin ho(r), cos ho(r)) w zmiennych biegunowych (r,8) € [0,1] x [0, 27},

dla ktorego rozwigzanie (HMF) (z warunkiem brzegowym Dirichleta uy(x) = ug(x) dla
r € OB?) wybucha w skonczonym czasie.

Nalezatoby wspomnie¢, ze Twierdzenie 4.1 sformutowalismy dla funkcji gtadkich,
ale dla jego dowodu istotne jest tylko ograniczenie na pierwsze pochodne. W zwiazku
7 tym rozumowanie nie wymaga zmian w przypadku uy € C! (a nawet ug € Lip).

Dowdd. Odnotujmy symetrie obrotows przeksztalcenia ug. Jedli przez R? i R®) ozna-
czymy obroty o kat a:
RY:R* 5 R? RP(2) = ¢z,

R®:R* - R3 R (z,2)= ("%, 1),

to tatwo zauwazyé¢, ze ug(R®z) = R® ug(z). Wynika stad podobna symetria dla
przeksztalcenia u rozwiazujacego (HMF). Zauwazmy mianowicie, ze przeksztatcenie
v (2) == RrR® uy(R?)2) réwniez rozwigzuje (HMF) — gdyz réwnanie to jest niezmienni-
cze ze wzgledu na zlozenie z izometrig dziedziny B? lub przeciwdziedziny S? — a ponadto
ma te same dane poczatkowe

Twierdzenie 4.1 wymaga
za to modyfikacji, jesli
chodzi o rozwigzanie
(HMF) z warunkiem
brzegowym



na mocy symetrii ug. Z jednoznacznosci rozwigzan wnioskujemy v; = uy, a w rezultacie
— symetrie u,(R?z) = R®) uy(2) dla t > 0. Mozna pokazaé [CD91, Lemma 2.2], ze u
ma w konsekwencji te sama postaé co ug:

w(r, 0) = (ew sin hy (1), cos ht(r))

dla pewnej funkcji h spetniajacej:

Pierwsze dwa warunki kodujg warunek poczatkowy i warunek brzegowy. Trzeci wynika
z ciaglosci oraz konwencji. Ot6z ciagto$¢é u, wymusza warunek sinh;(0) = 0 (czyli
h(0) € Z), wiec dla ustalenia uwagi przyjmujemy h;(0) = 0.

Zapiszemy teraz réwnanie (HMF) w terminach h. Zacznijmy od wyznaczenia |Vu|?.
Oté6z w punkcie (r, 0) wektory 9, i 710y tworzg bazg ortonormalna, wiec |Vu|? mozemy
wyznaczy¢ przez obliczenie tych dwéch pochodnych kierunkowych:

Oyt = (ew cosh - O.h, —sin h(r) - &h) ,
10,ul* = cos® h - (0.h)* + sin® h - (0,h)* = (0,h)?,
Opu = (ieie sin h, O) ,
[r~tOpul* = r~?sin? h,
sin? h
R

[Vl = Ou* + |~ Gyl = (9,h)? + >

Energia Dirichleta przyjmuje wiec postaé

1 (1 p2m ;02 1 )
E(uy) = 5/0 /0 <(37~h)2 + 511;2 h) rdf dr = 7T/O <(3,«h)2 + SH;Q h) rdr.

Z nieréwnosci energetycznej (Lemat 4.3) wiemy, ze E(u;) jest funkcja nierosnaca, wiec
w szczegllnosei otrzymujemy (dla dowolnego ustalonego 6 > 0)

1
/5 (Orhe)? dr < %E(uo) dla t > 0.

™

7 tego ograniczenia na pochodng tatwo wywnioskowaé, ze h; jest funkcja holderowsko
ciagla, i w konsekwencji to samo jest prawda dla wuy:

lutllerrzpgy) S Whellerz sy S C(E(uo),0),

i to w sposéb jednostajny wzgledem ¢ > 0. Jednostajna ciagto$¢ wyklucza powstanie
osobliwosci w obszarze B \ Bs (cho¢ nie dowodziliSmy tego twierdzenia na zajeciach).
W zwiazku z tym bedziemy dowodzié¢, ze wybuch pochodnej nastepuje w zerze.

Pozostaje powotaé sie na postaé laplasjanu we wspotrzednych kierunkowych

Au = Oppu+ r10u + 1 20ppu,
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i bezposrednie obliczenia pokazuja wtedy, ze réwnanie (9; — A)u = |Vul?u (HMF)

przyjmuje postac
Oyh  sin(2h)
~gn = 7(h).

Dla skrécenia zapisu operator rozniczkowy po prawej stronie oznaczymy przez 7(h).

(9th = Grrh +

Dokonaliémy redukcji problemu do wykazania wybuchu w réwnaniu skalarnym
jednej zmiennej przestrzennej. Poniewaz réwnania d;h = 7(h) nie jesteSmy w stanie
rozwiaza¢ bezposrednio, postuzymy sie¢ porownaniem z odpowiednio skonstruowanym
podrozwigzaniem. W tym celu wprowadzmy rodzine funkcji

)\2

¢x: 0,1] = [0,m),  @a(r) := arccos (;@;::z>

dla A > 0. Mozna sprawdzi¢ bezposrednio, ze 7(¢,) = 0 na (0,1) (dla wszystkich
A>0).

Alternatywne uzasadnienie opiera sie na obserwacji, ze rzut stereograficzny P: C — S?
jest przeksztatceniem konforemnym. Mozna wykazaé, ze w zwiazku z tym jest przeksztal-
ceniem harmonicznym, czyli —AP = |VP|?P. Poniewaz P posiada te sama symetrie
obrotowa co u, wiec daje sie zapisaé przy uzyciu funkcji skalarnej jednej zmiennej ¢,
ktora spelnia 7(¢1) = 0 (mozna sie samemu przekonaé, ze jest to funkcja ¢ powyzej).
Ponadto przeskalowane przeksztalcenie Py(z) = P(xz/)) réwniez jest harmoniczne, wigc
tak samo przeskalowana funkcja ¢, (r) = ¢(r/\) nadal spelnia 7(¢) = 0.

Od strony technicznej obserwacja ta pozwala na nieznacznie tatwiejsze uzasadnienie.
Duzo wazniejsze jest jednak, ze daje nam pewne pojecie, skad funkcja ¢y sie bierze.

Podamy teraz jawnym wzorem podrozwiazanie 0, f < 7(f), ktérego pochodna wy-
bucha w skonczonym czasie. Funkcje f przyjmiemy w postaci

Filr) = da (1) + Su(r'™),

gdzie state p, e > 0 oraz funkcja A\(t) > 0 zostana stosownie dobrane (mozna przyjaé
e=1/2).

Odnotujmy od razu, ze niezaleznie od tych parametréw przeksztalcenie Fy(r, 8) = (¢ sin f;, cos f;)
jest klasy C'. Zauwazmy tez, ze

(2 — 2t oo

H2 + r2+25 1

jednostajnie dla wszystkich r € [0, 1]. Dobierzmy wiec u(¢) > 0 na tyle duze, by

2 242

14-¢ _'u r 1
cos(gu(r 7)) = S T dla r € [0, 1].

Odnotujmy tez, ze na mocy jedynki trygonometrycznej sinus tego samego kata wyraza
sie wzorem % Aby obliczy¢ 7(f), zauwazmy najpierw, ze czlon x(r) := ¢, (r'*e)
prawie spetnia 7(k) = 0:

ok (1+¢)*sin(2k)

— =0.

Oprk +
r 2r2
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W zwiazku z tym otrzymujemy:

O, i
()= 0 f + 2 D)
(o B < o0 ) 2
sin(2¢y) + (1 4 ¢)?sin(2k) — sin(2(¢y + k))

2r2

Korzystajac ze wzoréw na sinus sumy i réznice sinuséw, a nastepnie z cos k > (14¢)71,

szacujemy teraz

(1+¢€)?cos ksink — cos(2¢ + k) sin K
2

7(f) =

S (

1+ ¢€) — cos(2¢, —710- K)

D) SN K

\

r
>er?.sink
-2 2/”“1+6
Iu2 + 7a2+2€
2/“L6 . Tsfll
pr+1

er

Za A przyjmiemy teraz rozwiazanie réwnania zwyczajnego X (t) = —d\°(t), przy
czym parametry d, Ao > 0 dobierzemy pé7niej (mozna przyjaé Ao = 1). Réwnanie to
posiada jawne rozwigzanie

1

At) = (A== (1—e)it)

, . , . ATE , . .
ktore zbiega do zera w skonczonym czasie T = (135) s (wzor na f przestaje mie¢ sens

w chwili 7). Obliczamy tez bezposrednio

2 o1

0.i(0) = 55 5 o0,

a wiec pochodna 0, f; wybucha w skonczonym czasie.
Mozemy teraz sprawdzié, ze f jest podrozwigzaniem. Pochodng czasowa wyzna-

czamy jako

2r ,

okazuje sie istotne, ze B )\2 + T’2
w réwnaniu ' = —§\® o

Gdzie w tym rachunku ) f _
L f =

wystepuje wyktadnik &? = W FOA
TZ—E/\E
= 200"
" A2 + 2
s DR
1+ (r/A)?

< CO(g)-6r 1.
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Do jej oszacowania wykorzystalismy fakt, ze funkcja i—; jest ograniczona na [0, 00)
przez stala zalezng jedynie od € > 0. W rezultacie

2ue
p?+1

of—71(f) < (C’(s)é— >r5_1 <0 dlare(0,1),

o ile tylko wartos¢ d(e, u) > 0 jest dobrana odpowiednio mala.

Skorzystamy teraz z zasady porownawczej dla operatora parabolicznego 0; — 7.
Trzeba jednak skonstruowaé funkcje hg tak, by fo(r) < ho(r) dla r € [0,1] oraz
fi(1) < ho(1) dla t > 0. Ze wzgledu na drugi z tych warunkéw nie mozemy przy-
ja¢ ho := fo. Zauwazmy jednak, ze f;(1) nie przekracza wartosci 27, wystarczy wiec
przyjac

ho(r) := fo(r) + 27 - 1.

W ten sposéb spelnione sg oba warunki. Z zasady poroéwnawczej dla operatora 0; — 7
(zadanie 5.1) wnioskujemy wiec, ze fi(r) < hy(r) dla r € [0,1] 1 wszystkich ¢t > 0. Ze
wzgledu na wiezy hy(0) = 0 = f;(0) oznacza to jednak

t/T

— OQ,

arht(0> 2 arft(o)

co daje |Vu(0)] YT o0 tym samym konczy dowdd.

5.2 Przyklad Chen-Ding w trzech wymiarach

Opisany tu przyktad pochodzi od Chen i Dinga [CD90] (zob. tez [LW08, Ch. 7.3]).
Opiera sie on na twierdzeniu o e-regularnosci (Twierdzenie 5.6), ktérego dowiedziemy
w nastepnym rozdziale, oraz na wyborze odpowiednich danych poczatkowych. Jako

przeksztalcenie poczatkowe dobierzemy mianowicie gladkie przeksztatcenie ug: M — N,

ktore jest homotopijnie nietrywialne, a jednoczes$nie speknia

inf { E(u) : u € C®(M,N), u~ug} =0.

Zeby uproécié¢ rozwazania, podamy bardzo konkretny przyklad wg. Zacznijmy od
stynnego przeksztalcenia Hopfa! H. Mozna je otrzymaé, rozwazajac konstrukcje ze-
spolonej prostej rzutowe;j

C?\ {0} I, CP!, gdzie (z,w) ~ (Az, \w) dla \ # 0.
Obcinajac to przeksztalcenie do sfery jednostkowej S* C R* = C? i uzywajac utoz-

samienia CP! z S?, otrzymujemy przeksztatcenie H: S — S2. Mozna je tez opisaé
bezposrednim wzorem

C?* D S* 3 (z,w) — H(z,w) = (221, |2|* — |w|*) € S* C C x R.

'Heinz Hopf (1894-1971), niemiecki matematyk urodzony w dzisiejszym Grabiszynie (dzielnicy
Wroclawia)

o1

Istnienie takiego ug jest
raczej nieintuicyjne, gdyz
mala energia u oznacza
blisko$é¢ do przeksztalcenia
statego, co jest trudne do
polaczenia

z nietrywialnym typem
homotopijnym.

Przeksztalcenie H

ma postaé

H(z,w) = z/w € C, jesli
rozszerzong plaszczyzne
zespolong C = C U {co}
utozsamimy ze sfera.



Tak samo mozna

zmodyfikowaé dowolne
przeksztalcenie z S? w S2.

Przyjmiemy teraz bez dowodu, ze przeksztalcenie Hopfa H: S* — S? jest ho-
motopijnie nietrywialne. W ksiazce Hatchera [Hat02, Ch. 4.B] mozna znalezé dowod
oparty na teorii kohomologii, a w znanej i lubianej ksiazeczce Milnora [Mil97] — dow6d
siegajacy po narzedzia topologii rézniczkowej i geometryczna konstrukcje niezmienni-
ka Hopfa. W tym drugim istotne jest, ze przeciwobraz kazdego punktu H~'(p) jest
okregiem, a dla dwoch réznych punktéw p, g € S? odpowiednie okregi zawsze tworzg
nietrywialny splot w S3.

Przeksztalcenie Hopfa mozna homotopijnie zmodyfikowaé, by miato dowolnie matg
energie:

Lemat 5.2. Dla dowolnego ¢ istnieje gladkie przeksztalcenie u: S* — S? homotopijne
z H, dla ktorego E(u) < ¢.

Zgodnie z [LW08, Th. 7.3.1], jesli ug: M — N jest gladkim przeksztalceniem miedzy
dwiema zamknietymi rozmaitoéciami Riemanna, to nastepujace warunki sa réwnowazne:

— istniejg gtadkie przeksztatcenia homotopijne z ug o dowolnie malej energii;
— obciecie ug do 2-szkieletu M jest homotopijnie trywialne.

I mozna sprawdzié, ze H spelnia ten drugi warunek. Ten konkretny przypadek mozna
jednak tatwo zweryfikowa¢ bezposrednio.

Dowdd. Argument opiera sie na réznicy wymiaréw — skalowanie H,.(z) := H(xz/r)
w trzech wymiarach ma wlasnosé¢ [ |VH,|> =1 [5 |VH?, wigc dla matych r energia
H, moze by¢ dowolnie mata. Zeby méc wprowadzi¢ skalowanie, trzeba jednak najpierw
przejsé z S* do R? przy uzyciu jakiejé mapy.

Oznaczmy biegun p6tnocny N = (0,0, 0, 1). Przeksztatcenie H mozna gtadko zmo-
dyfikowaé¢ na malym otoczeniu N do przeksztalcenia H, ktére jest stale (stale r6wne
H(N) = (0,0,—1)) na pewnym otoczeniu tego punktu. Nastepnie na dopetnieniu N
wprowadzmy rzut stereograficzny P — jest to dyfeomorfizm P: S? \ N — R? zadany

wWzorem
2

1 2, : (SCl,.fCQ,.Tg).

P(Ih Lo, T3, Q:4) -

Do zlozenia G = H o P71, G: R?® — S2, mozemy juz zastosowaé zapowiedziane
skalowanie. Przeksztatcenie G jest state poza pewna duza kula By, wiec przeksztalcenie
przeskalowane G,.(z) := G(x/r) jest state poza Bg, i mamy

/ VG, :7’/ VG|,
Br:r Br

Dla matych r ta energia jest dowolnie mata. Poniewaz pochodne P sa jednostajnie
ograniczone na przeciwobrazie Br (czyli poza N), zlozenie u := G, o P réwniez ma
dowolnie matg energie. Jednoczesnie ciggta modyfikacja parametru r pokazuje, ze prze-
ksztalcenie u jest homotopijne z H (a w rezultacie réwniez z H). O

Jesli przyjmiemy skonstruowane powyzej przeksztatcenie u jako poczatkowe, potok
przeksztatcen harmonicznych musi wyksztatci¢ osobliwosci w skoniczonym czasie:
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Twierdzenie 5.3. Niech M, N bedqg dwiema zamknietymi rozmaito$ciami Riemanna.
Wowczas dla kazdego T > 0 istnieje stata e(M,N,T) > 0 o nastepujacej wlasnodci:
jesli ug: M — N jest gladkim i homotopijnie nietrywialnym przeksztalceniem spel-
niajgcym E(ug) < g, to dowolne gladkie rozwigzanie w (HMF) o danych poczgtkowych
ug wybucha po czasie T' lub wczesniey.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje gltadkie rozwiazanie u: [0,7] x M — N z warunkiem
poczatkowym wug. O ile tylko energia poczatkowa E(ug) jest wystarczajaco mala, to
dla kazdego z = (t,z) € [T'/2,T] x M mamy

@.(T/2) S (1/2)- (/D72 [ Vurrpl dy £ T Blw) < &3,

gdzie g¢ jest wartoscia z twierdzenia o e-regularnosci (Twierdzenie 5.6). W konsekwen-
cji
Vu(t,z)| <K C(M,N,T)  dlate[T/2,T], v € M.

Skorzystamy teraz (podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 5.6) ze wzoru Bochnera
(Wniosek 4.8) i parabolicznej nierownosci Harnacka (Wniosek 5.5). W ogélnej postaci
wzor Bochnera daje

(8, — Ae(u) < Ric™(Vu, Vu) + Rm™ (Vu, Vu, Vu, V) < C(M, Ne(u)(1 + e(u))

W kontekscie oszacowania e(u) < C(M,N,T) mozemy stad wywnioskowaé nieréw-
nosé¢ (0 — A)e(u) S e(u) na [T/2,T] x M, jak w zalozeniu paraboliczne]j nieréwnosci
Harnacka. Wnioskujemy wiec, ze

e(u)(T,2) 5 [

- Vul? dz dt < E(ug) dlaz € M.
T/2,T|xM

Okazalo sig, ze |Vur(x)| < e, a wiec up jest przeksztalceniem o bardzo malej statej
Lipschitza. Jesli € dobierzemy odpowiednio mate (zaleznie od M, N, T), to ur ma
obraz w malym $ciggalnym fragmencie N, i w rezultacie musi by¢ przeksztalceniem
homotopijnie trywialnym.

7, drugiej strony, potok przeksztalcen harmonicznych u zadaje gtadka homotopie
pomiedzy ug i up, co wyklucza trywialnos¢ ur. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze
maksymalny czas istnienia gltadkiego rozwiazania jest krétszy niz T O]

5.3 Paraboliczna nierownos¢ Harnacka

Sformulowanie twierdzenia

Jak przekonaliSmy sie w rozdziale 4.3, dla rozwiazan (HMF) jesteSmy w stanie dobrze
kontrolowa¢ norme L? gradientu, a nawet lokalna norme L? (@, ) (r%; «) mierzy mniej
wiecej 12" B, (z0) |V, r2|?). Nie powinno to by¢ zaskakujace, skoro (HMF) odpowia-
da potokowi gradientowemu funkcjonatu E(u) = 1 [|Vul%. Jednak zgodnie z Twier-
dzeniem 4.1 to norma L*° gradientu decyduje o istnieniu lub nie gtadkich rozwiazan —
ograniczonosé ||V« gwarantuje mozliwosé przedtuzenia, natomiast wybuch ||V ||
w oczywisty sposob przedtuzenie uniemozliwia.
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Te luke nie zawsze da sie wypeié¢ (temu tez zawdzieczamy osobliwosci), ale w tych
przypadkach, w ktérych sie da, zawdzieczamy to tzw. parabolicznej nieréwnosci Har-
nacka?. Nazwisko Harnacka wskazuje tu jedynie na typ twierdzenia (analogiczny do
twierdzenia Harnacka dla funkcji harmonicznych), lecz samo twierdzenie pochodzi od
Mosera® [Mos64].

Twierdzenie 5.4. Niech u € C*(Pg(20)) bedzie nieujemng funkcjg na parabolicznym
cylindrze
PR ZO { |JJ—I0| R tO—RQ t to},

spetniajacg (0 — A)u <0 w P, ( ) Wowczas

u(zo) < R™ ”*2/ w da dt.

Pr(z0)

W wiekszosci przypadkéw interesowac nas bedzie nastepujacy bezposredni wniosek:

Whiosek 5.5. Niechu € C*®(Pg(29)) bedzie nieujemnqg funkcjq spetniajace (0,—A)u < Au
w Pr(z0). Wowczas
u(z0) < AR R+ / udz dt.

Pr(z0)

Dowéd Wniosku. Rozwazmy funkcje pomocnicza v(t, z) = e~ At~y (t, x). Latwo spraw-
dzi¢, ze z warunku (0; — A)u < Au wynika (0, —A)v < 0, wiee do funkcji v mozemy za-
stosowa¢ paraboliczna nieréwno$¢ Harnacka (Twierdzenie 5.4). Poniewaz v(zg) = u(zo)
oraz

o(t,x) = e A0yt 2) < eAu(t,z)  dla (¢, 2) € Pr(z),

wnioskujemy podobng nieréwnosé dla w. n

Zanim przejdziemy do gtéwnego dowodu, warto popelni¢ pewna dygresje. Sformutowanie

Twierdzenia 5.4 zostalo zaczerpniete z ksiazki Lina i Wanga [LWO08, Lem. 5.3.4], nie ma
tam jednak dowodu. Autorzy odsylaja do oryginalnej pracy Mosera oraz ksiazki Lieber-
manna, by¢ moze majac na mysli [Mos64, Th. 3] i [Lie96, Th. 6.17], ale trudno powiedzie¢
— w obu przypadkach rozwazane sg réwnania paraboliczne w ogélniejszej postaci, a sfor-
mutowania nie implikuja bezposrednio Twierdzenia 5.4.

Odnalezienie w literaturze Twierdzenia 5.4 jest o tyle utrudnione, ze wielu auto-
row przez paraboliczng nieréwnosé Harnacka rozumie oszacowanie w przeciwng strone.
W zwiazku z tym ponizej prezentuje wlasne rozumowanie, liczac sie¢ z tym, ze zapewne
nie jest ono optymalnym rozwiazaniem problemu.

Jesli ktos znajdzie zwiezly
dowdd w literaturze,
prosze mi daé znad!

Wycieczka w strone probabilistyki

Tutaj przytocze jedynie potrzebne oznaczenia i najwazniejsze fakty, ale nalezy liczy¢ sie

z pominieciem pewnych istotnych szczegéléw (nawet w definicjach). Po wlasciwy wstep
do analizy stochastycznej warto siegna¢ do skryptu Lataly [Latll], a szersze oméwienie
procesu Wienera mozna znalezé w ksiazce Jakubowskiego i Sztencla [JS10].

ZKarl Gustaw Axel Harnack (1851-1888), niemiecki matematyk
3Jiirgen Kurt Moser (1928-1999), niemiecki matematyk
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Przypomnijmy, ze proces Wienera to rodzina zmiennych losowych (W;);> o nastepu-
jacych wtasnosciach [JS10, Rozdz. 13], [Lat11, Def. 1.5]:

e Iy = 0 prawie na pewno;

e I/ ma przyrosty niezalezne, czyli dla dowolnych ¢ty < ¢; < ... < t, zmienne
losowe Wy, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, | sa niezalezne;

e dla dowolnych 0 < s < t zmienna W, — Wy ma rozklad normalny N (0,t — s)
(o $redniej 0 i wariancji t — s);

e trajektorie W sa ciagle prawie na pewno, to znaczy dla P-p.w. w funkcjat — Wy (w)
jest ciggla.

Interesujacy nas zwiazek miedzy procesem Wienera a rownaniem ciepta jest wnio-
skiem ze wzoru Ito [Latll, Tw. 13.2]: dla funkcji u: R — R klasy C? oraz d-
wymiarowego ciagltego semimartyngatu Z = Zy + M + A zachodzi réwnosé

w(Z,) :u(ZO)+Z:/Ot Ou(Z,) dz;+; 3 /Ot Ou(Z.) d (M M) .

.. S
t,j=1

Jako Z rozwazymy n-wymiarowy proces Wienera W = (W1, ..., W") (réwnowaz-
nie, n niezaleznych kopii procesu jednowymiarowego) wzbogacony o proces determini-
styczny —t. W takim przypadku:

n t . t
u(—t, W) = u(0,0) + Z/ Ou(—s, W) dW; — / (8 — s A)u(—s, W) ds.
=170 0

Calka wzgledem dW{ jest martyngalem startujacym z zera, wiec znika po wzieciu
wartosci oczekiwanej:

Eu(—t, ;) = u(0,0) — E/Ot@t I A)u(—s, TV, ds.

Gdy 7 jest ograniczonym momentem stopu, na mocy twierdzenia Dooba? [JS10, Tw. 11.2.8]
otrzymujemy podobna réwnosc¢:

Eu(—n, W,) = u(0,0) — E/O"(at — IA)u(—s, W,) ds.

Widaé, ze operator ciepta (0; — %A)u pojawia si¢ w tym kontekscie naturalnie, chociaz
z czynnikiem 1/2 przy laplasjanie. Latwo to poprawié, rozwazajac funkcje u(2t, z)
w miejsce u(t, z), ale dla przejrzystosci zapisu zignorujmy te réznice.

Zalézmy, ze u jest podrozwiazaniem rownania ciepta (jak w zalozeniu Twierdzenia
5.4), ale w postaci (9, — $A)u < 0. Wowezas ostatnia z tozsamodei daje nam

u(()7 O) < Eu(_n, Wn) (51) Nieréwnosé¢ (5.1) ma juz
zadang postaé: wartosé
y . , . . 0,0) jest szacow:
Zeby skorzystaé z (5.1), pozostaje dobraé¢ odpowiedni moment stopu 7. gﬁzez )éieeznf;zci ]jc? :

pewnym zbiorze

4Joseph Leo Doob (1910-2004), amerykanski matematyk

95



Gdy zamiast pary

(=71, Wr,) interesowal
nas sam wektor W71, to
odpowiedni rozktad
wyznaczony jest

w zadaniu 5.2.

Zacznijmy od wprowadzenia momentu stopu 7 dla jednowymiarowego procesu Wie-
nera W;:
T =min{t > 0: W, > 1};

jest to pierwszy moment dojscia do wartosci 1. Rozktad 7 mozna wyznaczy¢ przy
pomocy zasady odbicia (zob. [JS10, Tw. 13.3.1] oraz [JS10, Tw. 13.4.1, Zad. 13.4.4]).
Moéwi ona w przyblizeniu, ze jesli proces W; dojdzie do jedynki, to jego dalszy ruch
jest symetryczny wzgledem punktu z = 1. W szczegdlnosci, jesli moment 7 nadejdzie
przed czasem t, to w momencie ¢ z réwnym prawdopodobienstwem proces znajduje si¢
po lewej i prawej stronie jedynki:

P(Tgt, Wt> 1):P(7—<t, th 1)
Tymczasem pierwsze z tych prawdopodobiefistw to po prostu P(W; > 1), gdyz warunek
W, > 1 pociaga za soba 7 < t. W rezultacie:
P(r <t) = 2P(W; > 1) = 2 / (2mt)"V2e7/2 4
1

_ > ~1/2 ,~y?/2

=2 t71/2(27r) e dy
Pozwala to wyznaczy¢ gestosé zmiennej 7:

g:-(t) = 0P(T <t) = (27T>_1/2€_y2/2’ 732 = () TV 2232,

y:t*1/2

Zauwazmy, ze jest to funkcja ograniczona.

Wprowadzmy teraz kostke paraboliczng
C={(t,x):te[-1,0], |[z;] <1ldlai=1,...,n}.
Moment stopu 7 definiujemy jako moment dojscia procesu (—t, W;) do 9pC' (brzegu

parabolicznego ('), czyli minimum z momentéw 7y, 741, . . . , T+, dojscia do poszczegdl-
nych $cianek. Mozna przyjac:
To=1, orazdlai=1,2,...,n:
o =min{t >0: W/ >1}, 7, =min{t >0: W < —1}.
Zwroémy uwage, ze Ty; maja ten sam rozktad co 7. Wykazemy teraz, ze rozktad
(—n, W,) na 0pC ma ograniczona gesto$¢ wzgledem miary powierzchniowej. Zacznijmy

od dolnego denka, czyli zbioru {(t,z) € 0pC : t = —1}. Dla dowolnego mierzalnego
podzbioru U = {—1} x V mamy

P((—n, W) € U)=P(n=1, W1 € V) <P(W; €V).
Poniewaz rozktad W; na R™ ma ograniczong gestos¢, tym bardziej jest to prawda dla
rozktadu (n, W,,) na {(t,x) € 0pC : t = —1}.

Podobnie jest dla pozostatej czesci brzegu. Dla ustalenia uwagi rozwazmy Scianke
{(t,z) € OpC : x1 = 1} i zawarty w niej zbiér mierzalny U = V x {1} x V. Podobnie
jak poprzednio:

P((—n,Wy) € U) =P(n =7, (—1,1,W}
(_

= s, Wh)el)
<P(—m € Vo, (W2,....W2)€eV)

= (—t n dt dy.
/VOXVg ( )Q(Wt?,..wt )(y) Y
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Raz jeszcze mozemy skonkludowad, ze gestos¢ rozktadu jest funkcja ograniczong.

Jako podsumowanie powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

Eu(—n.Wy) = [ ul2)gpun(z) dz < C) [ u(z) dz, (5.2)

o ile u jest funkcja nieujemna.

Dowd6d nieréwnosci

Dowéd Twierdzenia 5.4. Zatézmy (prawie jak w zatozeniu Twierdzenia) zeu € C*(C)
jest nieujemnym podrozwigzaniem réwnania ciepta (9, — $A)u < 0 na zdefiniowane;
wyzej kostce parabolicznej C'.

Laczac wniosek ze wzoru Ito (5.1) z oszacowaniem na rozktad (—n, W,,) (5.2), otrzy-

mujemy nier6wnoscé

1(0,0) < Eu(—n,W,) < C(n) /E)pc u(z) dz.

Przy uzyciu skalowania mozna przenies¢ to rozumowanie na mniejsze kostki para-
boliczne. W tym celu wprowadzimy oznaczenie

F:[0,00) x R" = R, F(t,x) =max(vV/—t,|z1|,...,|zn]),
dzigki czemu
C,:={(t,x) : t € [-r%0], || <r} = FY0,7]), 0pC, = F*(r).

Dla 1 < r < 1 przeskalowana funkcja u(™(¢,2) = u(r’t, ra) jest nieujemnym podroz-
wiazaniem ciepta na (4, wigc stosuje sie do niej uzyskana przed chwila nieréwnosé.
Poréwnujac u™) z u, mamy:

0,0) = u™(0,0) < M (2) dz < dz.
u(0,0) = u'"(0,0) S e (2)dz < GPCTU(z) z

Zeby uzyskaé ograniczenie przez calke po obszarze, wystarczy scalkowaé powyzsza
nierownos$¢ po wszystkich % < r < 1. Poniewaz F' spetnia warunek Lipschitza na
F~1([},1]), ze wzoru na catkowanie po witéknach (ang. coarea formula) otrzymujemy

29
) < ][ / ) dz dr < / u(z) dz < / u(z) dz.
1/2 1([1/2,1]) c

Ostatecznie u(0, 0) ograniczyliSémy przez catke po kostce parabolicznej C', ktora zawiera
si¢ w cylindrze parabolicznym P 5. Zeby zastapi¢ go przez cylinder jednostkowy Py,
mozemy jeszcze raz zastosowac¢ skalowanie paraboliczne.

To koniczy dowdd twierdzenia dla zp = (0,0) oraz R = 1. Za pomoca przesuniecia
i skalowania parabolicznego wnioskujemy analogiczng nieréwnos$¢ w ogélnym przypad-
ku. ]

o7

Jedli ktos nie kojarzy
wzoru na calkowanie po
wldknach, tatwo sobie
poradzi, stosujac
twierdzenie Fubiniego dla
kazdej ze scianek OpC'

z osobna



Prostszym podejsciem do
konstrukcji zg bytaby
maksymalizacja e(u) w
Ps. Gdzie to podejscie by
zawiodlo?

5.4 'Twierdzenie o s-regularnosci

Podstawowe w badaniu potoku przeksztatcenn harmonicznych jest tzw. twierdzenie o e-
regularnosci. Méwi ono, ze jesli zachodzi @ o) (R?) < €f, czyli mniej wiecej nieréwnosé

RQ_"/B |Vu_g|* dz < &,
R

to rozwiazanie u jest gladkie na pewnym otoczeniu punktu (0,0) (wraz z jawnymi
ograniczeniami na pochodne). Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy Struwego [Str88,
Th. 5.1]. Mozna je tez znalezé w [LWO08, Prop. 7.1.4], jednak — wedlug mojej najlepszej
wiedzy — podane w tej ksigzce mocniejsze sformulowanie jest nieprawdziwe, a dowodd
wadliwy.

Twierdzenia tego typu sa powszechne w teorii nieliniowych réwnan rézniczkowych czast-

kowych. Rozwiazania takich réwnan nie sa regularne wszedzie, ale czesto sa regularne
warunkowo — przy zalozeniu malej energii w otoczeniu interesujacego nas punktu. Stoja-
ca za tym idea jest prosta — gdy energia jest mafa, nieliniowy wyraz réwnania mozna w
przyblizeniu traktowaé jak liniowy.

W dowodzie ponizszego twierdzenia nietrudno znalezé miejsce, w ktorym ta idea znaj-
duje realizacje (przy zastosowaniu wzoru Bochnera). Podobny motyw towarzyszyl zreszta
juz Twierdzeniu 4.1 o lokalnym istnieniu gladkich rozwigzan.

Twierdzenie 5.6. Istnieje stala eo(n, N') > 0 taka, ze jesli u: [—R?,0] x R* — N
jest rozwigzaniem (HMF) oraz ®o0)(R?) < €5, to

sup R|Vu| < C
Fsr

dla pewnych dodatnich stalych &, C' zaleznych od n, N oraz R*"E(u_gz).

Tak jak poprzednio, przez P.(to, xo) oznaczamy tu cylinder paraboliczny
P, (to, o) = {(75,93) to— 1P <t < to, |2 — 2o <7“}>

i domyslnie P, = P,.(0,0).

Dowdd. Oznaczmy FEy := E(u_ge2). Na mocy nieréwnosci energetycznej (Lemat 4.3)
mamy F(u;) < Ey dla wszystkich ¢. Rozwazajac przeskalowane przeksztatcenie (zob.
Lemat 4.5), sprowadzamy problem do przypadku R = 1. Na jeden szczeg6t nalezy
tylko uwaza¢ — ograniczenie na energie u; wynosi teraz R*~"E.

Wezmy 6 > 0 — dokladna warto$¢ zostanie ustalona pdzniej. Tak jak we wzorze

Bochnera, oznaczmy gestosé energii e(u) := %|Vu|2. Funkcja

[6/2,8] 2 p— (§ — p)?sup e(u)
Py
jest ciagla i przyjmuje swoje maksimum w pewnym punkcie p € [6/2,9) (dla p = 0
warto$¢ jest zerowa). Ustalmy takie p, jak réwniez punkt 2y = (to, zo) € F,, dla ktorego
przyjmowane jest powyzsze supremum:

e(u)(zp) = sup e(u) =: e.
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Mozemy przyjaé, ze eq > ﬁ. W przeciwnym przypadku mieliby$my bowiem

(6/2)*supe(u) < (0 — p)?supe(u) < 4,

Ps/2 P,

co prowadzi do zgdanego oszacowania |Vu| na Ps/, (trzeba tylko zweryfikowaé zalez-
nosé¢ § od danych). Odnotujmy, ze z maksymalnosci p otrzymujemy m.in.

(6—p>2supe<u>>( —2) sup e(u) = 16— o) sup e(w)

P

a w konsekwencji ey = ; Lsupp 150 e(u). Rozwazmy teraz przeskalowane przeksztatcenie

v(t,x) == u(to + £, 0 + 7) Wprost z okreslenia mamy e(v )(0, 0) =1 oraz

sup e(v) =ep! sup e(u) <eptsupe(u) < eyt -dey = 4,
Py P _1/2(20) PrH—Tp
0

zgodnie 7z wezesdniejsza obserwacja. Przypomnijmy teraz wzér Bochnera (Wniosek 4.8),
ktory daje
(0, — A)e(v) < Rm(Vuv, Vo, Vo, Vo) < C(N)|Vol*.

W kontekscie oszacowania e(v) < 4 mozemy stad wywnioskowaé nieréwnosé (0,—A)e(v) < e(v)
w P, jak w zalozeniu parabolicznej nier6wnosci Harnacka (Wniosek 5.5). Wnioskuje-
my wiec, ze

1 = e(0)(0,0) < / e(v) da dt = 63/2/ e(u) dz dt.
P P “1/2

(20)
Nier6wnos¢ ta doprowadzi nas do sprzecznosci z zatozeniem ®(1) < 2.

Oznaczmy z; = (t1,71) = 2 + (eg"',0). Wtedy na mocy formuty monotonicznej
(Lemat 4.6) mamy

1< i e(u)(x)py—t(x — x1) da dt
—1/2(2 )

to
L Hud V(o)
to— 60

to d
d. (t; —t) dt
]{O Pt =)

<O, (1+1).

VAN

N

Pozostaje nam poréwnac¢ wielkosci
(I)zl(]- + tl) = (1 —+ tl)H1+tl|Vu_1|2(ac1) oraz cI)((L())(l) = H1|Vu_1|2(0).

Niestety nie mozna oszacowaé doktadnie pierwszej przez druga (nawet ze stata mul-
tiplikatywna), ale dzigki |z;| < 0 oraz |t;] < 62 mamy — po pewnych obliczeniach —
|p144, (x — 1) — p1(x)] S 0 1 w rezultacie

1 S @0)(l) + 5/ Vu_1|? dz < €2+ SR> " Ey.
Rn

Przypomnijmy, ze stala w powyzszej nieréwnosci zalezy wylacznie od n i N. Jedli
zatem g9(n, N') > 01 6(n, N, R*"E,) > 0 sa wybrane odpowiednio mate, uzyskujemy
sprzecznosé. Oznacza to, ze zachodzi ey < ﬁ i w konsekwencji supp, , e(u) < 16572

]
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W interesujacym nas przypadku, gdy dziedzing jest torus, powyzszy dowodd wyma-
ga niewielkiej modyfikacji.

Whiosek 5.7. Istnieje stala go(n,N') > 0 taka, ze jesli u: [—R% 0] x T" — N jest
rozwigzaniem (HMF), 0 < R <1 oraz @) (R?) < €3, to

sup R|Vu| < C
Psr

dla pewnych dodatnich statych &, C' zaleinych od n, N oraz R*"E(u_g:).

Szkic dowodu. Co do zasady, mozna tu powtérzyé poprzednie rozumowanie, traktu-
jac u jako l-okresowe przeksztalcenie u: [—R?,0] x R® — N. Poczatkowa redukcja
do przypadku R = 1 wymaga skalowania, wiec w dalszej cze$ci rozumowania nalezy
przyjaé, ze u jest przeksztalceniem R~ '-okresowym wzgledem swoich wspotrzednych
przestrzennych.

Ostatnim elementem wymagajacym modyfikacji jest poréwnanie wielkosci @, (1+¢;)
oraz ®(g)(1). Poniewaz calka [, [Vu_;|? jest nieskoficzona, dotychczasowy argument
(ograniczenie réznicy przez < §) sie tutaj nie stosuje. Jednak jadro ciepta szybko
zanika w nieskonczonodci i dla R < 1 mozna sprawdzi¢, ze

‘q)zl(l + t1> — @(070)(1)’ 5 0 0.R-1]" |VU_1|2 dz = 5R2_nE0.

Szczegdty sa pozostawione jako Zadanie 5.3. O]

Uwaga 5.8. W przypadku, gdy rozwigzanie u: [—R? 0) x T" — A nie jest okreslone
w chwili ¢ = 0, twierdzenie o e-regularnosci (czyli Twierdzenie 5.6 i 5.7) pozosta-
je prawdziwe, przy czym otrzymane nieréwnosci sa wowczas prawdziwe na odcinku
otwartym (bez t = 0).

Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze nieréwnosé @ o)(R?) < €f im-
plikuje nier6wnosé ®(_, o) (R*—v) < 2 dla odpowiednio matych v > 0. W ten sposob
otrzymujemy oszacowania do czasu —y wlacznie, ale oszacowania te sg niezalezne od ~.

5.5 Charakteryzacja punktéw osobliwych

Niech u: T™ x [0, T') bedzie gtadkim rozwiazaniem (HMF) na maksymalnym przedzia-
le okreslonosci, a z = (T,z) punktem w chwili wybuchu. Z formuty monotonicznej
(Twierdzenie 4.6) wiemy, ze ®.(s) jest niemalejaca funkcja s > 0, w szczegdlnosci
granica

@.(0) = lim . (s)

zawsze istnieje i jest skonczong liczba nieujemna. Twierdzenie o e-regularnosci daje
nam nastepujaca implikacje:

P.(0) < = |Vu| € L®(P.(2)) dla pewnego r > 0.
Przeciwna implikacja, i to w mocniejszej wersji, jest duzo prostsza:

|\Vu| € L*(P.(z)) dla pewnego r >0 = &,(0) = 0.
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Istotnie, jesli |Vu| < C na pewnym cylindrze P,(z), to

U_s s X X U_g s s " €7T2/4SE U_g),

[Vu_|?p, < C? Vu_i|*ps S s"*

By () B¢ —/_—%) T
<Eo

i w konsekwencji
limsup H,|Vu_,|*(z) < C?.

s—0

Oznacza to w szczegdlnosci, ze ®,(s) = sH,|Vu_,|?(x) zbiega do zera przy s — 0.

5.6 Wyzsza regularnosé¢

Twierdzenie o e-regularnosci daje ograniczenie na |Vu|. Podobnie jak w Twierdzeniu
2.8, oszacowania na wyzsze pochodne sg wowczas automatyczne:

Lemat 5.9. Zalozmy, Ze u jest klasycznym rozwigzaniem (HMF) oraz |Vu| < A w
cylindrze parabolicznym Py. Wowczas dla kazdego k € N mamy

[ullerp, ) < Cnsk, A).

Lemat ten jest prawie szczegblnym przypadkiem Twierdzenia 2.8. Prawie, bo tutaj roz-
wazamy jedynie lokalne oszacowania. Niemniej, uzycie funkcji wycinajacych rozwiazuje
ten problem.

Szczegoblny przypadek (oszacowanie |Opu| w Py /2) mozna wyprowadzi¢ w bardziej bez-
posredni sposéb w oparciu o Lemat 4.4 (zob. zadanie 5.5).

Szkic dowodu. Rozwazmy funkcje wycinajaca n € C* spehiajaca 0 <n < 1,7 =0
poza P; oraz ) = 1 na Py 5. Wowczas wycieta funkcja v := n-u spelia |Vo| < C(n, A)
w calej swojej dziedzinie. Oczywiscie v nie spelnia (HMF), ale mato brakuje:

(0, — A = p — Au) +0m-u—An-u—2Vn-Vu

- (
n- Au(Vu,Vu) +0m-u— An-u—2Vn - Vu.

Prawa strona jest ograniczona przez stalg zalezng od n i A. Ze Stwierdzenia 2.7 wnio-
skujemy wicc ograniczenie na [[Vo|[coaz(p, ). Poniewaz v = u w Py, oznacza to
wyzszg regularnosé u.

Rozumowanie to mozemy iterowac, wycinajgc coraz mniejsze cylindry, i w kolejnych
krokach otrzymujac coraz bardziej regularng prawsg strone. Dla ustalonego k daje nam
to oszacowanie

||u||Ck(Prk) < C(”? kv A)’

w ktorym wielko$¢ cylindra 7, maleje geometrycznie. Prostym argumentem pokry-
ciowym (w potaczeniu ze skalowaniem) wyprowadzamy stad podobne oszacowanie na
P 5. ]

Warto tez odnotowaé, ze jesli rozwigzanie w jakims obszarze jest regularne w chwili
poczatkowej t = 0, to nie traci tej regularnosci:

61



Lemat 5.10. Istnieje stata 6(n,N') > 0, dla ktdrej jesli u jest gladkim rozwigzaniem
(HMF) z Twierdzenia 4.1 oraz |Vug| < 0 na kuli By, to

|IVu| <8 na[0,19] X By
dla pewnego ro(n, N, E(ug)) > 0.

Dowdd. Zaadaptujemy dowod Twierdzenia 5.6. Oznaczmy Ey := E(u), e(u) := £|Vul|?

jak poprzednio, oraz wezmy 19 > 0; warto$é¢ ro(n, N, Ey) zostanie ustalona pdzniej.
Rozwazmy punkt ¢ := (r?, ) w badanym obszarze, a wiec 0 < r < 1y i # € By. Tak
jak poprzednio, wybierzmy p € [r/2,r] maksymalizujace funkcje

2

sup e(u),
Pp(q)

[r/2,r] 2 pr— (r —p)

a nastepnie punkt zy = (to,z0) € P,(q), dla ktérego przyjmowane jest powyzsze su-
premum:
e(u)(z9) = sup e(u) =: eg - 2.
Py
Dalsza czesé dowodu przebiega jak w Twierdzeniu 5.6, przy czym wspotczynnik ska-
lowania to ey (a nie eg - r?). Jedli eg < ﬁ, to

(7’/2)2 sup e(u) < (r — p)2 sup e(u) < 492,
PT/Q(q) Pp(a)

i w szczegdlnosci e(u)(q) < 16, co dowodzi tezy.

W przeciwnym przypadku otrzymamy sprzeczno$c. Tak jak poprzednio, przez prza-
skalowanie v(t, x) := u(to + é, xo + \/%) dochodzimy do ciggu nieréwnosci
r? = ¢(v)(0,0)

S [ oe(v)dxdt

Py
= 68/2/ e(u) dz dt
Fes1r2i)
N e(u)(x)pr,—+(x — xo) du dt
Fes1r20)

to
< /t Hy o V(o) dt

0—¢€g

to
< D, (t1 —t)dt
£, ®alt =)

< ¢21(t1>
=ty - Hy, [Vuol*(z0),

gdzie ponownie 2, = (1, o) = 20+ (e *, 0). Zauwazmy, ze t; < 272, ostatecznie mamy
wiec nier6wnosé

r? < B(n,N) - r* - Hy, |Vuol?(z0).

Do sprzeczno$ci wystarczy zatem przyjac 6% := 15 1 ro na tyle mate, by Hy, |Vuo|* (o) < 26
Zastosowanie lematu nizej uzasadnia, ze takie r( istnieje, co konczy dowod. O]
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Lemat 5.11. Niech ug spetnia |Vug| < 0 w kuli By, oraz niech Ey := E(ug). Wowczas
istnieje promien ro(n, Ep,0) > 0 taki, ze

H,2|Vug|*(x) < 26% dlaz € By, 0<7r <.

Dowdd. Tntuicyjnie, H,2|Vug|*(x) jest poréwnywalne ze $rednia fp () |Vuo|?, ktéra
wynosi najwyzej 0. Dla $cistosci trzeba jednak uwzgledni¢ ogon jadra ciepta:

Hal Vo’ () = [ [Vuly)Ppaly =) dy+ [ [Vuly) Ppsly - o) dy
<0 [ ply—a) dy+ (4mr) e [Ty ay
B BS
< 0% + (4mr?) 2 VY LR,

Wyraz zalezny od r zbiega do zera przy r — 0, wiec wystarczy r < ro(Ey/d6?), by
caloéé byla ograniczona przez 25°. O

5.7 Zadania

Zadanie 5.1. Okredlmy operator roézniczkowy

Ovu sin(2u)
2r2 7

T(u) := Oppu + r e (0,1).

Zatozmy, ze f,h: [0,T] x [0, 1] sa dwiema funkcjami ciagltymi, przy czym
Oh =71(h), O f <7(f) w(0,T]x(0,1),

czyli h jest rozwigzaniem, a f podrozwigzaniem. Zalézmy ponadto, ze na brzegu pa-
rabolicznym zachodzi

fo(r) < ho(r) dlarel0,1], fi(1)<h(1) dlatel0,T],
£0)=0=h,(0) dlatelo,T].
Wykazaé, ze woéwezas f < h w [0,T] x [0, 1].

Wskazowka. Sprawdzié, ze roznica v := f — h spelnia rownanie d,v < 0,,v + % +p-v
ze wspoOtezynnikiem p(t, ) ograniczonym z gory.

Zadanie 5.2. [JS10, Zad. 13.4.3] Niech W;, B; beda niezaleznymi procesami Wienera,
i niech 7 bedzie momentem dojscia W; do jedynki. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej
B;:
1
98, () = m

Zadanie 5.3. (uzupehienie dowodu Wniosku 5.7) Niech f: R™ — R bedzie nieujemna
funkcja T-periodyczna, gdzie T' > 1. Przekonad sig, ze jesli |zo| < d 1 [to] < 62, to

/R" f@)(p1(x) = praos, (z — m0)) da

< C(n)d f(z) dz.

0,7
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Zadanie 5.4. Wykazaé, ze istnieje go(n, N') > 0 o nastepujacej wlasnosci. Jesli
u: By — N jest gladkim przeksztalceniem harmonicznym oraz [z, |[Vul? < e, to

Mozna przyjaé bez dowodu (albo i z) nastepujace twierdzenie:

Iellorsrzqany < ClnlIAeons,)

Wskazowka. Warto nasladowaé¢ dowdd Twierdzenia 5.6: rozwazy¢ punkt zp € By mak-
symalizujacy (2 — |z|)|Vu(z)|. Przyda si¢ tez formula monotoniczna z Zadania 4.3.

Zadanie 5.5. (szczegélny przypadek Lematu 5.9) Korzystajac z Lematu 4.4, wyka-
zaé, ze jesli u jest gltadkim rozwigzaniem (HMF) oraz |Vu| < A na cylindrze P, to
|0yu| < C'(n, N, A) na mniejszym cylindrze P 4.

Wskazéwka. Wyprowadzi¢ wzoér typu Bochnera: (9, — A)|dyul* < C(n, N)|Vul?|0,ul?,
a nastepnie skorzystaé¢ z parabolicznej nieréwnosci Harnacka.
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Rozdzial 6

Konstrukcja Struwego (2D)

6.1 Slabe sformulowanie potoku przeksztalcen har-
monicznych

W Twierdzeniu 4.1 pokazalismy istnienie gtadkie rozwiazania w: [0, Tiax) X M — N
potoku (HMF) na pewnym maksymalnym przedziale czasowym [0, Tinax). W poprzed-
nim rozdziale widzieliSmy przyktady, ze dla odpowiednich wyboréw wug i M rozwigzanie
nie daje si¢ przedtuzy¢ gtadko na caty przedziat [0, 00). Wiemy juz, ze w takim przy-
padku (gdy Tiax < 00) rozwigzanie wybucha w normie C!, tzn. |[Vuy||s — 00 przy
t — Thax- Mozna jednak zada¢ dalej idace pytania:

(a) Jak bardzo zte jest zachowanie u; przy t — Tyax? Czy |Vue(z)| wybucha wsze-
dzie, czy tylko w niektérych punktach?

(b) Czy klasyczne rozwiazanie na [0, Th,.x) daje sie przedtuzyé do stabego rozwiaza-
nia na catym przedziale [0, 00)? Innymi stowy, czy istnieje u: [0,00) x M — N
o regularnodci nizszej niz C?, ale spetiajace odpowiednie stabe sformutowanie
réwnania (HMF)?

Praca Struwego [Str85] daje odpowiedzi na powyzsze pytania w szczegblnym przy-
padku dziedziny dwuwymiarowej.

Liczba 2 odgrywa szczegélna role dla (HMF) ze wzgledu na wykladnik 2 w definicji ener-
gii Dirichleta E(u) = 3 [|Vu|?. Mozna sprawdzié, ze w wymiarze 2 funkcjonal ten jest
konforemnie niezmienniczy — oznacza to, ze jesli ®: U — V jest przeksztalceniem konfo-
remnym (tzn. dyfeomorfizmem zachowujacym katy) miedzy dwoma zbiorami otwartymi

UV CR?oraz v=uo®, to

JIve@P o= [ [Fu@) dy.

Przyktadem przeksztalcenia konforemnego jest skalowanie x — Ax. Przekonalidémy sie
juz, ze brak niezmienniczo$ci w wymiarze n > 3 prowadzil do konstrukcji osobliwosci
w Twierdzeniu 5.3.

Skalowanie energii Dirichleta w wymiarze 2 jest kluczowe dla gestosci C*°(M,N)
w WH2(M,N) (Lemat B.13) oraz postaci formuly monotonicznej (zob. rozdz. 6.3).
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Odpowiedz na pytanie (a) jest pocieszajaca: wybuch |Vu,(x)| — oo zachodzi jedy-
nie dla skonczenie wielu punktow x, w pozostatych przeksztatcenie pozostaje gtadkie.
Aby odpowiedzie¢ na (b), bedziemy musieli wprowadzi¢ pojecie stabego rozwiazania,
ale odpowiedz jest twierdzaca — istnieje globalne stabe rozwiagzanie.

Jego konstrukcje mozemy zaczaé¢ od obserwacji, ze zgodnie z nieréwnoscia energe-
tyczna (Lemat 4.3) mozna wybra¢ podciag u; — ur,,,, stabo zbiezny w Wh2(M, N).
Przyjmujac ur, .. za nowe przeksztalcenie poczatkowe, okreslamy gtadkie rozwigzanie
(HMF) na nowym przedziale [Tiax, Ty )- Po polaczeniu rozwiazan na kolejnych tak
skonstruowanych przedziatach otrzymujemy rozwiazanie u na [0, 00).

Otrzymane u nie jest gladkie na polgczeniach, ale nadal spetnia stabe sformuto-
wanie. Odnotujmy tez, ze ta konstrukcja wymusza na nas dopuszczenie przeksztatcen
poczatkowych w Wh2(M, N) (a nie tylko w C®(M, N)).

Zeby utatwié¢ rozwazania, ponownie ograniczymy sie do przypadku dziedziny M = T".
Definicja 6.1. Funkcje mierzalng u: [0, 7] x T* — N C R? nazwiemy stabym rozwia-

zaniem potoku przeksztatceni harmonicznych (HMF), jedli u € C([0,T], L*(T", N)),
u € L>([0,T], Wh2(T™, N)), a ponadto réwnosé

/ up de

zachodzi dla dowolnej funkcji testowej ¢ € C*°([0,T] x T", RY).

t=T

:/[T} - Uat@—VUV@+AU(VU’VU)@dx dt
0,T|xTn

t=0

Zalozenie v € C([0,T], L*(T™, N')) oznacza, ze u jest ciagle jako funkcja t — wuy
z odcinka [0, 7] w L*(T",N'). Podobnie warunek v € L>([0,T], Wh2(T™ N)) méwi
tyle, ze u; € WH2(T™, ) dla kazdego t € [0,T], ze wspélnie ograniczong norma.

Odnotujmy od razu, ze kazde klasyczne rozwiagzanie (HMF) jest réwniez rozwiaza-
niem stabym. Jest tak dlatego, ze
— calkowanie Oyu p przez czesci (wzgledem czasu) daje —u 0, ale z cztonem brzego-
wymdlat=0it="T,
— calkowanie —Awu ¢ przez czesci (wzgledem zmiennej przestrzennej) daje VuV;
— catkowanie A,(Vu, Vu) ¢ daje wkiad jaki widaé.

Inng — by¢ moze bardziej naturalng — definicje otrzymaliby$my, gdybysmy ograni-
czyli klase funkcji testowych do ¢ € C°((0,T) x T, R?); znika wéwczas czton brzego-
wy. Taka definicje mozna tez przeformutowaé jako spelnienie (HMF) w sensie dystry-
bucyjnym. Przy podanej regularnoéci u wszystkie te definicje sa jednak réwnowazne,
za to Definicja 6.1 w najprostszy sposéb prowadzi nas do nastepujacej obserwacji:

Lemat 6.2. Jesli u jest stabym rozwigzaniem (HMF) na [0, T1] X T™ oraz [T}, Tp] x T",

to jest rowniez stabym rozwigzaniem na [0, Ty] x T™.

Dowdd. Zadana funkcje o € C°°([0, T3] x T, R?) mozna wykorzysta¢ jako funkcje
testowa na dwoch krotszych przedziatach, a nastepnie dodaé¢ stronami otrzymane row-
nosci. O]
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6.2 Globalne rozwigzanie z osobliwosciami

Ponizsze twierdzenie jest gtéwnym wynikiem pracy Struwego [Str85] (zob. tez [LWOS,
Th. 6.2.1]). Tak jak poprzednio, oryginalne twierdzenie jest prawdziwe dla dowolne;
zamknietej powierzchni M jako dziedziny, dla uproszczenia szczegotow dowodu ogra-
niczamy sie jednak do M = T2,

Twierdzenie 6.3. Zaléimy, e N C R jest zamknietq podrozmaitoscig. Wtedy dla
kazdego przeksztatcenia poczqtkowego ug € W12(T? N) istnieje stabe globalne rozwig-
zanie u: [0,00) X T" — N potoku (HMF) (w sensie Definicji 6.1). Ponadto u jest
gtadkim klasycznym rozwigzaniem (HMF) na dopetnieniu skonczonego zbioru punktow
osobliwych

S= {(t07$0) : lim sup q)(to,xo)(s; u) P 5?)} )
s—0

ktérego liczno$é nie przekracza stalej zaleznej od N i E(ug).

eo to stala
z Twierdzenia 5.6

Mozna pokazaé, ze uzyskane w ten sposob rozwiazanie jest jednoznaczne. Jest to
tres¢ Twierdzenia 6.4.

Twierdzenie Struwego obejmuje rowniez analize zachowania uw w punkcie osobliwym,
ktora tutaj pomijamy. Ot6z dla kazdego (to,xo) € S istnieje ciag punktéw xp — xg, ciag
momentow t; " tg i ciag promieni 7 \, 0, dla ktérych

up: By = N, ug(@) == u(te, xp + )

zbiega w Wif(R% do pewnego gladkiego przeksztalcenia harmonicznego w: R? — N,
zwanego bgblem. Przeksztalcenie to mozna utozsamié (przez rzut stereograficzny) z glad-
kim przeksztalceniem harmonicznym w: S* — N, i mozna o nim my$leé, ze w chwili tg
,oddziela sie” od wu.

Dowdd jest do$¢ ztozony, wiec zostanie podzielony na kroki. Tym bardziej warto
odnotowaé¢ ogdlng strategie:

a) Przeksztalcenie ug przyblizamy ciggiem przeksztatcen gtadkich ul™ i konstru-
(a) przy y ciagiem p g 0

ujemy klasyczne rozwigzanie u™ : [0, T0™] x T? — N ze zmienionym warunkiem
poczatkowym. Wykazemy zbieznoéé u™ — u do rozwigzania startujacego z uq.

(b) Niech T' bedzie maksymalnym czasem istnienia u. Z nieréwnosci energetycznej
wynika, ze przy t /' T mamy zbiezno$é¢ u; — ur do pewnego up € WH2(T? N).
Wykorzystujac ur jako nowe przeksztalcenie poczatkowe, konstruujemy rozwia-
zanie na przedziale czasowym [T, T"]. Jesli tylko liczba osobliwosci jest skoficzona,
to opisana procedura w skonczenie wielu krokach daje jednoznaczne rozwigzanie
na [0, 00).

(¢) Wykazemy, ze kazdy punkt osobliwy (o, z9) € S wiaze sie z koncentracja energii,

i w rezultacie ze spadkiem E(u;) (przy przekraczaniu tg) o e2. W zwiazku z tym
E(uo)
5(2) '

osobliwosci moze by¢ najwyzej <
(d) Pokazemy gtadkosé u w otoczeniu kazdego punktu spoza S.

Dalsze podrozdziaty sa uporzadkowane wedtug powyzszego klucza. Nastepnie przed-
stawiony jest dowdd jednoznacznosci rozwiazan (Twierdzenie 6.4).
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Praca [Str85] radzi sobie
bez wielko$ci
monotonicznej ®(s), ktéra
zreszta zostala
wprowadzona trzy lata
péZniej w [Str88]

6.3 Lokalne istnienie gtadkiego rozwigzania

Poréwnanie wielkoSci monotonicznej ®(s) z energia na kuli

Zacznijmy od prostej obserwacji dotyczacej wielkosci monotonicznej (4.1) w dwdch
wymiarach:

(I)(to,iﬂo) (3) = sH; ’vut0*8|2<x0)

ly—aq|2

=5 [, V)P (d4ms) 25 dy

ly—xq|?

= (4m) " [ V()P dy

Wystepujace w definicji potegi s sie zniosty.

W zwigzku z tym na kuli o promieniu /s tatwo oszacowaé @y, 4,)(s) z dotu:

(I)(to,xo)(s) 2 (47()71 el /

B\/E(IO

| Vg, —s(y)|* dy. (6.1)

Z drugiej strony, jesli ustalimy kule Br(z), to dla matych s funkcja podcatkowa szybko
koncentruje si¢ wewnatrz kuli; Scislej, mamy

2
D(19,00) (8) < e i E(up) + (4%)_1/

Br(zo

| Vg, —s(y)|? dy. (6.2)

Pod wigkszoscia wzgledéw ®(s) mozna wiec zastapi¢ przez zwyczajna energie na kuli:
fBR(xo) [Vul®.

Jednostajne oszacowania na cigg przyblizen

Rozwazmy teraz przeksztalcenie poczatkowe ug € WH2(T? N). Zgodnie z Lematem
B.13 istnieje ciag przeksztateen gradkich u{™: T2 — A zbieznych do ug w W12 Dla
kazdego z nich Twierdzenie 4.1 daje nam gladkie rozwigzanie u(™: [0, T™]xT? — N,
Pierwszym problemem w badaniu zbieznosci u(™ jest zaleznosé 7™ od m. Gdyby ciag
T zbiegal do zera, nie byloby mowy o granicy. Skorzystamy wiec z e-regularnosci
(Wniosek 5.7).

Dobierzmy R > 0 na tyle male, by

2
€

4 [ [Tuo(y) P dy < P

@ [ Fu)P dy <

dla dowolnej kuli Br(xo) € T? o tym promieniu. Jest to mozliwe dzigki absolutne;j

ciaglosdci catki wzgledem miary. Mozemy przyjaé, ze norma ||ug— u(()m

2

ta, ze u§"™ spetnia analogi k iczeniem < 2; ponadto mos
maita, 7Z€ Ug Speinla analogiczny warunek z ograniczeniem < R ponadto mozemy

)||W1,2 jest na tyle

zatozyé, ze E(u(()m)) < 2E(up) dla kazdego m. Wreszcie ustalmy s > 0 na tyle mate, by
2¢~ 15 B(ug) < % Wowezas 7 (6.2) otrzymujemy dla dowolnych 0 < ¢y < s i zg € T?
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oszacowanie

Py (foi u™) < 70 - Bug™) + (4m) " [

Br(zo

: [Vugy™ ()| dy

Twierdzenie o e-regularnosci (Wniosek 5.7) daje nam wéwezas ograniczenie |Vu| < C
na matym cylindrze parabolicznym Py, (to, zo). Stale 0, C' zaleza tutaj od n, N, E(ug), to,
ale zaleznos¢ od ty sprowadza sie do tego, ze przy tg — 0 mamy 6 — 01 C' — oo.
Poniewaz x, € T? bylo tutaj dowolne, wnioskujemy

Vu!™ (2)| < C(n, N, E(uo),t) dlaz €T? 0<t<s,

przy czym stala C' ma prawo wybuchaé¢ przy t — 0. Dowodzi to, ze T(™ > s jedno-
stajnie dla wszystkich m. Scisle rzecz biorac, powyzsze rozwazania nalezaloby prowa-
dzi¢ dla to < min(s, T™), i korzystajac z warunku wybuchu ||Vu,§m)||C><> — 00 przy
t /T a posteriori wykluczy¢ w ten sposéb mozliwosé T < s.

L . (m) : . , :
Lemat 5.9 moéwi, ze z oszacowania na |Vu; | mozemy wnioskowaé analogiczne

oszacowanie w C? (by¢ réwniez wybuchajace przy t — 0). Dzigki twierdzeniu Arzeli-

Ascolego i metodzie przekatniowej pozwala nam to wybra¢ podcigg my, dla ktérego

w™) —u w C*([t, s] x T?) dla kazdego 0 < t < s.
W szcezegdlnodcei przejscie do granicy w (HMF) méwi nam, ze u réwniez jest klasycznym
(w konsekwencji — gladkim) rozwigzaniem na (0, s) x T2

Nalezy uzasadni¢, ze otrzymane u ma wtasciwe dane poczatkowe. W tym celu
przywotajmy nieréwnos$é energetyczna (Twierdzenie 4.3):

t
BE™) - B(ug") = - /0 /T o™ d ds,

z ktorej w szczegdlnosci wynika, ze E(utm)) < E(ugm)) dlat > 0,iw granicy E(u;) < E(up).
Wiynika tez z niej, ze wielkosé ||0ul™ |2, ((0.5)xT2) Jest wspdlnie ograniczona przez
2F(ug). Stosujac nieréwnoéé Holdera, wnioskujemy stad ciagtoéé u(™ wzgledem czasu:

2

t
(@) " @) = | [ o) s
0

t
<t / 195 ()2 ds,
0

lus™ — uf™ (12202 < 0™ 220, 072)

Przejscie do granicy m — oo pokazuje, ze u; — ug w L?(T?). Podobnie zreszta uzysku-
jemy zreszta cigglo$é (z wyktadnikiem Holdera 1/2) funkcji [0, s] 3 ¢ +— u; € L2(T?).

W szczegolnosci uzasadniliSmy, ze nierownosé energetyczna zachodzi réwniez dla u.
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Do konstrukcji V' uzyliSmy
podciagu, ale a posteriori
wiemy, ze Vug; zbiega
stabo do tego samego V'
niezaleznie od wyboru
ciggu (zob. zadanie 6.3).

Regularnos¢ w obszarach regularnosci u

W ogoélnosci vy € Wh2(T? N) moze byé¢ funkcja nieciagla na catej dziedzinie. Dla
dowodu gladkoéci poza zbiorem S bedzie jednak istotne, ze jesli ug jest klasy C! na
jakiej$ kuli B,(xy) C T?, to réwniez uzyskane rozwiazanie u jest regularne na pewnym
cylindrze [0, R?] x B, j2(o).

Przyjmijmy wiec, ze |Vug| < A na pewnej kuli B, (xy). Wowczas dla dostatecznie
duzych m mamy podobne oszacowanie: |Vuém)| < 24 na B, /3(x0). Dla dostatecznie
malego A(n,N,r, A) > 0, przeskalowane przeksztalcenie v(z) := u(()m)()\:c) spelnia
wtedy |Vu| < 0 na Bs, gdzie 0 jest wartoscia z Lematu 5.10. Wnioskujemy z niego, ze
rozwiazanie (HMF) startujace z v ma ograniczona pochodna przez krotki czas. Przez
skalowanie, to samo jest prawdg dla |Vu(™| w pewnym matym otoczeniu B j4(0).
Wielko$é tego otoczenia oraz konkretne oszacowanie zalezg od n, N, r, A, ale nie zalezg
od m. W zwigzku z tym réwniez |Vu| jest ograniczone na otoczeniu B, /4(zo).

6.4 Iteracyjna konstrukcja stabego rozwigzania glo-
balnego

W poprzedniej sekcji uzyskaliémy stabe rozwigzanie u: [0,s) x T? — N, ktére jest
gtadkim rozwigzaniem na (0, s) x T? (czyli poza chwilg zero). Z tego wzgledu mozemy
zastosowaé Twierdzenie 4.1, aby uzyskac¢ istnienie gtadkiego rozwigzania na maksy-
malnym przedziale czasowym [0,75) — zeby méc powolaé sie na to twierdzenie, za
przeksztalcenie poczatkowe mozemy przyjac np. u/s.

Zacznijmy od obserwacji, ze u jest nie tylko klasycznym (gladkim) rozwigzaniem
na (0, 7Tp) x T2, ale tez stabym rozwiazaniem na [0, Ty] x T2. Zeby to uzasadnié, zgodnie
z definicjg wystarczy przedtuzyé u do cigglej funkcji t +— u, € L? na przedziale do-
mknietym; ograniczonos¢ energii jest automatyczna dzigki nieréwnosci energetyczne;j.
Wykazalismy juz cigglosé w t = 0, skupmy wiec uwage na t = Tj. Dla dowolnego ciagu
t; /" Ty nieréwnos¢ energetyczna daje nam (dla k < j)

(1~ 1) - [l

”utj o utkH2L2(’J1‘2) <
<

Wynika stad, ze uy, jest ciagiem Cauchy’ego w L?(T?), i istnieje jednoznacznie wyzna-
czona granica

up, = lim .
Y T,

Zauwazmy jeszcze, ze ur, € W% oraz E(ug,) < Fy. Dla ciagu t; jak wyzej wiemy,
ze E(uy;) < Ky, co oznacza, ze ciag Vuy, jest ograniczony w L?. Mozemy wiec wybrad
podcigg stabo zbiezny do pewnego V' € L?, spetniajacego ||V ||y < liminf [|[Vuy,[|; (za-
danie 6.2). Jednoczesnie u;; — ug, w L?, wiec z definicji stabej pochodnej wnioskujemy,
ze V musi by¢ stabym gradientem wuyg,. Otrzymalismy wiec, ze

ur, € WH(T2 N), E(ug,) < li{ninfE(ut) < Ey.

To
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Konstrukcje z poprzedniej sekcji mozemy wiec powtoérzyé, za przeksztalcenie po-
czatkowe przyjmuja teraz up, € W2 W rezultacie otrzymujemy stabe rozwiazanie
na kolejnym przedziale czasowym [Tp, T1]. Otrzymane rozwiazania na [0, Ty i [To, 71
zgadzaja sie w chwili T, wiec z Lematu 6.2 wiemy, ze sklejaja sie do stabego rozwia-
zania u: [0, T1] x T? — N na dtuzszym przedziale. Zauwazmy przy tym, ze po operacji
sklejenia nierownos¢ energetyczna pozostaje w mocy.

Pozostaje iterowaé¢ to rozumowanie do skutku. Jesli tylko liczba wybuchéw jest
skonczona — a wykazemy to w nastepnej sekcji — to ciag Ty, 71, ... jest skonczony.
Oznacza to, ze dla ktérego$§ K rozwiazanie startujace z przeksztalcenia ug, ma nie-
skoniczony czas istnienia, czyli jest gtadko okreslone na (Tg, 0o) x T?. Przy uzyciu skoi-
czenie wielu sklejen konczy to konstrukcje stabego rozwigzania u: [0,00) x T? — A
przy zalozeniu wynikéw nastepnej sekcji.

6.5 Skonczono$é zbioru osobliwego

Przypomnijmy definicje zbioru osobliwego:

S = {(to, l’o) : }gl_I)I(l) (I)(to,xo)(S) = 58} . Granica gl:n}] ®(s) istnieje
na mocy Lematu 4.6.
Oznaczmy tez plasterki S; == {x : (t,x) € S}. Jak zauwazyliSmy w rozdziale 5.5,
punkty regularne — czyli takie, wokot ktérych u jest klasy C!' — nie nalezg do S.
Oznacza to, ze pierwszym niepustym plasterkiem moze by¢ dopiero Sy, (a nastepnie
plasterki w czasie kolejnych wybuchéw).

Przekonajmy sie, ze Sy, rzeczywiscie jest zbiorem niepustym. Jesli x ¢ Sr,, to
z twierdzenia o e-regularnosci (Wniosek 5.7) wiemy, ze pochodna |Vu| jest ograniczo-
na (by¢ moze przez duza stala) na pewnym (by¢ moze matym) cylindrze P.(Tp,x).
Gdyby zbiér St byt pusty, to dzigki zwartoéci mogliby$my caty torus T? pokry¢ skori-
czenie wieloma kulami P, (T, x;) (gdzie r; jest wybrane jak wyzej), co oznaczatoby
ograniczono$¢ |Vu| na zbiorze [Ty — r?,Ty) x T? (tutaj 7 := minr;). To jest jednak
wykluczone przez charakteryzacje wybuchu — wiemy wszak, ze ||[Vuyl|o — 00 przy

t T

Istnieje zatem co najmniej jeden punkt x € Sp,; dzigki formule monotonicznej
warunek ten oznacza @, ,)(s) > €f dla kazdego s > 0. Korzystajac z poréwnania ®
z energia na kuli B,(x) (6.2), otrzymujemy

r2 _
€2 < Dy (5) < e - By + (4m)~) /B VP,

co po wzieciu granicy s — 0 oznacza, ze

1
lim inf — |V |* > e dla kazdego r > 0.
t/To 2 JB,(x)

Ustalmy dowolny ciag tx " Tp. Jak juz zauwazyliSmy, na podciggu mamy stabg zbiez-
no$¢ Vu; — Vug, w L*(T?). Taka sama zbiezno$¢ ma tez miejsce w L?(B,(z)¢), co na
mocy zadania 6.2 daje nam nieréwnosc¢

Vu 2gliminf/ Vuy %
/, o T <Tipint [0
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Alternatywnie: u("™) sg

wspolnie ograniczone w
kazdym CF, co daje
gladka zbieznos¢ do u.

Dodajac stronami z poprzednig nieréwnoscia, otrzymujemy
22 / 2 < liminf / 2
eo + 5o |Vur,|* < iminf | Vg, |,

1w granicy r — 0:

et + E(ur,) < ligglf E(u,) = tl}r%) E(uy).

Ostatnie przejscie jest uzasadnione monotonicznoscia F(u;). Okazalo sie, ze E(uy) jest
funkcja nieujemna i nierosnaca, ktéra w chwili kazdego wybuchu spada o co najmniej
g2, co dowodzi, ze wybuchéw moze by¢ najwyzej %

0

WykazaliSmy, ze plasterkow Sy, Sy, ... jest skonczenie wiele, dzigki czemu kon-
strukcja globalnego rozwiazania jest kompletna. Podobnie uzasadnimy skonczonosé
kazdego z plasterkéw. W tym celu wybierzmy skonczenie wiele punktéw z1, ..., xx € St,.
Rozwazmy nastepnie » > 0 na tyle mate, by kule B,(x;) byly roztaczne. Wowczas tak
jak poprzednio, polaczenie stabej zbieznosci w L*(T? \ U B, (z;)) z dolnym ogranicze-
niem na energie na kazdej z kul daje nam:

Vug|? < liminf Vuy, |2,
/W\UBW < tiint [ IV

) 2 1. 2
25 oy V00l < pnint [ 19
2 .
K- e+ Blug,) < lim E(u,).

Daje to gérne ograniczenie na liczbe punktow w Sp;. A po zsumowaniu ograniczenie

na licznosé S:

Ey
IS| < 2

6.6 Regularnos$é poza zbiorem osobliwym

Gladko$é¢ u na zbiorze (0,7Ty) x T? (oraz na nastepnych odcinkach pomiedzy wybu-
chami) jest konsekwencja Lematu 5.9, gdyz na tym zbiorze u jest skonstruowane jako
klasyczne rozwigzanie klasy C2.

Pozostaje wiec wykazaé gladko$é w otoczeniu punktu z = (¢, z), ktéry nie nalezy
do S, ale t jest chwila wybuchu. Dla ustalenia uwagi wezmy wiec t = Ty i ¢ Sr,.
Z definicji S otrzymujemy, ze ®,(s) < £3 dla pewnego s > 0, wigc z e-regularnosci
(Wniosek 5.7) wnioskujemy nieréwnosé

|Vu| < A na pewnym cyl. parabolicznym Py,.(2).

Staba zbiezno$¢ Vu; — Vug, w L?(T?) (na podciggu) w polaczeniu z powyzszym
ograniczeniem na kuli By, (z) daje oszacowanie (na mocy zadania 6.5)

\Vur,| <A na By (z).

Zgodnie z wlasnoscig opisang w podrozdziale 6.3, regularnos¢ ta jest zachowana przy
konstrukeji rozwiazania na przedziale (Tp,T), a mianowicie

|IVu| < B na (Ty, ty) x B.(x).
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Konkretne wartosci ograniczen A, B nie maja znaczenia; kluczowe jest tylko, ze
ograniczenia te maja miejsce réwniez blisko chwili wybuchu Tj, a wiec:

[Vu| < C na (t_,t.) x B.(z)

dla pewnych t_ < Ty < t;. Uzasadnimy teraz, ze w takim przypadku mozna zasto-
sowa¢ Lemat 5.9 o wyzszej regularnosci. Tak jak w tym lemacie, rozwazmy funkcje
v = n-u (gdzie n jest odpowiednia funkcja wycinajaca). Wiemy, ze v jest gladkie
na (0,7y) x T? oraz (Ty, Ty) x T% Jednoczesnie — dzigki uzyciu funkeji wycinajacej —
|V| jest ograniczone wszedzie, a wiec réwniez (0, — A)v jest funkcja ograniczona (zob.
dow6d Lematu 5.9). Wzér Duhamela na pewno zachodzi poza chwila Tp, a wiec:

t
V¢ — Ht_tivti = Ht—s ((8t — A)'US) ds dla ¢_ < t < T(),

t
t
V¢ — Ht—t()vto = / Ht—s ((8t — A)Us) ds dla To < to < t < t+.
to
Skoro jednak (0; — A)v, jest ograniczone, ciggtoé$é w L?(T?) pozwala nam przej$é do
granicy i wywnioskowac:

To
v, — Hryor vy = Hr,—s (0 — A)vg) ds,

t
v — Hy_qyvr, = /T Hy_ (8, — A)v,) ds dla Ty < t < L.
0

Przyktadajac operator H;_ g, do obu stron pierwszej réwnosci, uzyskujemy

Po dodaniu drugiej rownosci wnioskujemy, ze v spetnia wzér Duhamela na catym
zbiorze (t_,t,) x T2 Pozostala cze$¢ dowodu Lematu 5.9 (opartego na Stwierdzeniu
2.7) jest wiec uzasadniona, i wnioskujemy gtadko$é u na pewnym otoczeniu (T, x).

6.7 Jednoznaczno$é rozwigzan

Twierdzenie 6.4. Niech ug € W12(T?* N). Wéwczas istnieje najwyzej jedno stabe
rozwigzanie (HMF) u: [0,00) X T? — N spelniajgce nastepujgce warunki:

o energia E(u;) jest nierosngcq funkcjg zmiennej t € [0, 00);
o u jest gladkim rozwigzaniem (HMF) na zbiorze {(t,x) : t ¢ S}, gdzie S C [0, 00)
jest pewnym dyskretnym podzbiorem pdlproste;.
Oszacowania iloSciowe

Dla dowodu jednoznacznoéci potrzebne jest oszacowanie na normy ||V2u||o oraz ||[Vugl|o.
Dowod zaczyna sie od trzech osobnych oszacowan:
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Lemat 6.5. Niech u: [0,T) x T> — N bedzie stabym rozwigzaniem o energii E(uy)
nierosngcej w czasie, gtadkim dlat > 0. Wowczas dlat > 0 spelnione sq oszacowania

(a) [|Vu|i < sup IVl z2so@) - (1Vull2 + C () [[Va2)
(0) IV?uslls = [| Al
t t
(@ [ [ 16w ards S B+ [ [Vt as
0 JT2 0 JT2
gdzie Ey := E(uy).

Z tych trzech oszacowan jedynie (c) korzysta z faktu, ze u jest rozwiazaniem (HMF);
pozostate dwa sa prawdziwe dla dowolnych funkcji T? — R?. Z kolei oszacowanie (a)
jako jedyne korzysta z wymiaru dziedziny. Na torusie T" norme L* nalezatoby zastapié
przez L#"1. Ta drobna modyfikacja powoduje jednak, ze przedstawione tu rozumowanie
nie dziata w wyzszych wymiarach. Co wigcej, w wyzszych wymiarach rozwiazania wcale
nie sg jednoznaczne.

Whniosek 6.6. Przy tych samych zalozeniach,
t
/ / |V2u,|? + |Vu,|* doz ds < oo
0 JT2
dla 0 <t <T.

Dowdd Wniosku. Oszacowania z punktow (a), (b), (c) uktadaja si¢ w cykl, co oznacza,
ze ograniczenie jednej z wielkosci daje ograniczenie drugiej. Ograniczenia te nie sg
jednak automatyczne, jesli state w (a), (b), (c) sa duze. Kluczowa obserwacja jest dla
nas, ze stata

§(r) == sup ||V 28, (2))
z€T?

wystepujaca w (a) jest mala dla matych ¢ > 0 i 7 > 0. W tym celu skorzystamy
z formuly monotonicznej.

A priori formuta monotoniczna zachodzi jedynie dla ¢ > 0. Jednak monotonicznosé
energii wraz ze zbieznoScig u; — ug w L? implikuje zbiezno$¢ Vu; — Vug w L?
(zob. zadanie 6.3); formula monotoniczna jest wiec rowniez prawdziwa w granicznym
przypadku.

Wielkosé¢ 6(r) porownujemy z ¢ tak jak w podrozdziale 6.3:

/B ®) |V7«Lt|2 N D102 p) (7’2) dzieki (6.1)
< Pyt +17) z monotonicznosci $

S:=

< e F/As Ey + (4#)_1/ ) |Vauo|? dzieki (6.2).
P

r

Ustalmy ¢ > 0 (do dobrania pdzniej). Nastepnie — zaleznie od ¢ i ug — dobierzmy R > 0
takie, ze (47) 7" [ () | Vuol* < €%/2. Wreszcie — zaleznie od R i Ey — dobierzmy s > 0
na tyle mate, by e £°/45 . By < £2/2.
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Pozwala to ograniczy¢ wezeéniej otrzymang wielko$é przez 2, mozemy wiec skon-
kludowac¢:
/ Vu|* <e? dlat <s/2, r* < s/2, peT?
Br(p)

czyli0(r) < € moze by¢é dowolnie male. Pozostaje zastosowaé oszacowania z (a), (b), (¢):

(a)
Vw3 S 0(r) (V|2 + Ce) [ Vuu|2)
< e(IVPull2 + C(e) Eo)
)

Y (V22 + C(e) Ey),

t t
/ / |Vu,|* dz ds 552/ / |V2u,|* do ds + C(e)t - Ej
0 JT2 o0 JT2

/

o

© 2 ¢ 4 2
56// V|t dz ds + (2 + C(e)t) Eo.
0 JT?

Wystarczy dobra¢ wartos¢ € > 0 odpowiednio mata, by po pomnozeniu przez stata
(ukryta w znaku <) data 1/2. Wéwezas otrzymujemy

¢
// |Vu,|* dz ds < B,
0 Jr2

a przez zastosowanie oszacowain (b), (c) réwniez ograniczenie na V2u.

Rozwazania te byty prowadzone przy zaltozeniu, ze ¢ > 0 jest mate. Rozwigzanie
jest jednak gladkie dla ¢ > 0, wiec wktad catki po dowolnym przedziale czasowym
[0, T — §] zawsze jest skonczony. O

Dowéd Lematu. (a) Zacznijmy od Twierdzenia Sobolewa o wtozeniu (Twierdzenie
B.4), ktére w wymiarze 2 ma postaé

£y SV fllrrgey  dla f € C(R?).

Przyjmujac w miejsce f funkcje g2, otrzymujemy nieréwnosé interpolacyjng
901742y S N9Vl < lgllz@n Vol @)

Aby mébc te nieréwnosé zastosowaé do Vuy, ustalmy najpierw odpowiedni rozktad
jedynki: skoficzong rodzine gtadkich funkeji A;: T? — [0, 1] o no$nikach dyfeomorficz-
nych z kulg B?, ktérych suma wynosi 1. W przypadku torusa tatwo skonstruowaé taka
rodzine sktadajaca sie z zaledwie czterech funkcji (zadanie 6.1). My jednak zazada-
my, by kazda z funkcji A\; miata nosnik w jakiej$ kuli B, (x;) (gdzie mate r > 0 jest
zadane z goéry), przeciecia tych kul byty najwyzej 3-krotne (co jest mozliwe w wymia-
rze 2), oraz by 3 \;j(z)* = 1. Mozemy teraz dla kazdej z funkcji \;Vu, wykorzystac
nieréwno$¢ interpolacyjna:

HVUtHZE(T?) = Z ’|)\jVUHi4(T2)
J

= Z ||>‘jvu||i4(R2)
J

S Z H)‘jvutH%Q(R”)Hv<)‘jvut>H%2(R2)
J

5

e s mp

Ogodlnie: p* = P
s, _ 21 _

Tutaj: 1* = 575 =2



Kazdy z wyrazow [|\;Vu||z2wn) jest ograniczony niezaleznie od j jako

Ve < f, 1V < sp [Vl o,

r\Tj

Drugi z wyrazow jest oszacowany przez

VOVl S [l + VAl [ [Tl

r{Zj

Oczywiscie norma ||V;||« jest duza dla matych r > 0, niemniej jest ograniczona
przez stata C(r) > 0. Jako ze kule B,(z;) maja przecigcia ograniczonej krotnosci,
wynik zsumowania powyzszych catek po j jest kontrolowany przez catke po catym
torusie T2. To koniczy dowdd (a).

(b) W ogélnym przypadku (dla dowolnej powierzchni jako dziedziny) mozna uzy-
ska¢ jedynie nieré6wnosc¢, i to z dodatkowym cztonem po prawej stronie, ale dla torusa
ponizszy rachunek (oparty na catkowaniu przez czedci) daje tozsamosé:

/T2 |Aul? = /TZ O{Xﬁ:@mu - Oggu
= —/pzﬂ@@mu-ﬁgu

(c) Jest to nieréwnosé pokrewna nieréwnosci energetycznej, i ma bardzo podob-
ny dow6d. Réwnanie (HMF) mnozymy stronami przez Au i catkujemy przez czesci,
uzyskujac w ten sposob:

/T2|Au\2—|—(9tE(u) :/ |Au|2—/ OrulAu
~ —/ (Y, V) - Au

5 /T |Aul? + C(N) /T Vult.

Po przeniesieniu % [ 1Au|? na lewa strong i scatkowaniu po przedziale czasowym (0, t),
wnioskujemy nierownosé

t t
/ / |Aw,|? dz ds < (E(uo) — E(uy)) +c/ / V| dz ds
0 JT? 0 JT?
t
<E0+C/ / |Vug|* dz ds.
0 JT2

Dla pelnej Scistosci, catkowanie nalezy przeprowadzi¢ w przedziale (t',t) dla pewnego
t' > 0. Ze wzgledu na monotonicznosé energii mamy jednak E(uy)—FE(u;) < E(uy) < Ep,
wiec ograniczenie na catki [} fro |Au|? do ds jest wspélne dla wszystkich ¢/ > 0. [
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Jednoznacznos$é lokalnie i globalnie w czasie

Przejdzmy teraz do dowodu jednoznacznosci. Na poczatek pokazemy jednoznacznosé
rozwigzania przy mocniejszych zatozeniach:

Lemat 6.7. Zalozmy, ze u,v: [0,T) x T? — N to dwa stabe rozwigzania (HMF) z tym
samym warunkiem poczgtkowym uy € W12(T? N, spetniajgce zaloZenia Lematu 6.5.
Wowczas uy = vy dla wszystkich t € [0,T).

Dowéd. Oznaczmy w := u — v; jest to funkcja gtadka dla t > 0, a przy ¢ — 0 mamy
wy — 0 w L*(T?). Oznaczmy tez pomocniczo funkcje @ := |Vu| + |Vv|, o ktérej na
mocy Wniosku 6.6 wiemy, ze nalezy do L*((0,%y) x T?) (dla dowolnego 0 < to < T).
Korzystajac z réwnania (HMF) spetnianego przez u i v, sprawdzamy bezposrednio, ze

(0 — Aw| S Jw] - Q* + [Vw| - Q

Domnazajac (9; — A)w przez w i catkujac po T?, otrzymujemy

8t<;/w|w]2>+/T2]Vw\2:/ww-(8t—A)w

< [LIuwlQ+ [ lwliVele.
T2 T2

Przy uzyciu nieréwnoéci 2ab < ea® + 1b? mozemy wyrugowaé |Vw| z prawej strony
(przez przeniesienie na lewa strone), co prowadzi do

1 2 1 2 212
- - <
o (5 [ 1w) +5 [Vl < [ lwPQ?

1 1 st t
*/ |we|? + */ / |Vws|* dz ds < / / lw|*Q?* dx ds (dzigki wg = 0)
2 Jr2 2 Jo Jr2 0 JT2

(CS) t 12, ot
< (/ / lw|* dar ds) (/ / Q* dz ds)
0 Jr2 0 Jr2
t 1/2
(t) (/ / lw|* da ds) :
0 Jr2

Poniewaz Q € L%, calka z |Q|* jest mata dla matych ¢; mozemy wiec przyjaé, ze
e(t) — 0 przy t — 0. Do oszacowania calki z |w|* wykorzystamy — tak jak poprzednio
— wlozenie Sobolewa:

[t s [l [l + 9w
T2 T2 T2

< sup ||ws||§-/T2 w2 + |[Vay|?  (dla t € [0,t]),

s€[0,t0]

t t
/ /2 lwe|* dz ds < sup ||ws]|3 - / /2 lws* + |Vw,|* do ds
0 Jr

s€[0,to]

<<sup ||ws||2> (14 ty) + (// |Vw,|* do ds) .
s€[0,to]

Dla ustalonego maltego ¢ty > 0 uzyskaliémy wiec nieré6wnos¢ postaci

1/2

t
||wt||§+/ /11‘2 |Vw,|? do ds < e(t) < sup |Jws]|3 +/ / |Vw,|? dz ds) dla t € [0, to).
0

s€[0,to]
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Skoro e(t) — 0, to dla matych ¢ > 0 stata w powyzszej nieréwnosci jest mniejsza niz 1.
Whioskujemy wtedy bezposrednio, ze obie strony nieréwnosci sa zerowe, czyli u; = vy
dla t € [0,to]. Oba rozwiazania sa jednak gladkie dla ¢t > 0, pozostaje wiec powotaé
sie¢ na jednoznaczno$¢ gtadkich rozwigzan w Twierdzeniu 4.1. O]

Przejscie do globalnej jednoznacznosci nie jest teraz trudne. Kluczem tutaj jest
jednoznacznos$é samej iteracyjnej konstrukeji rozwiazania.

Dowod Twierdzenia 6.4. Niech u,v beda dwoma takimi rozwigzaniami. Niech Ty be-
dzie pierwszym czasem wybuchu jednego z tych rozwiazan. Zgodnie z dowiedzionym
lematem, u; = v; dla t < Tj. Skoro jednak jedno z tych rozwiazan wybucha w Tj, to
drugie tez. Z ciaglosci w L? wnioskujemy, ze ug, = vr,.

Postepujac iteracyjnie, otrzymujemy u; = v; dla wszystkich ¢ > 0. [

6.8 Zadania

Zadanie 6.1. Podac¢ czteroelementowa rodzine funkeji gtadkich A;: T2 — [0,1] (j = 1,2, 3,4)
zadajacych rozklad jedynki na torusie, tzn. takich, ze 3> \;(z) = 1 dla z € T?, a nos$nik
kazdej z funkcji \; jest dyfeomorficzny z kula B2.

Zadanie 6.2. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, a u;, — u ciagiem stabo zbieznym.
Woéwczas

(a) [Jul] < liminf ||ugl];

(b) réwnos$¢ w (a) jest rbwnowazna zbieznosci normowej uy, — u w H.
Zadanie 6.3. Niech u: [0,00) x T? — N bedzie skonstruowanym przez nas rozwiagza-

niem. Przyjmijmy, ze czasy kolejnych wybuchéw to 0 < Ty < 177 < ... < Tx. Wykazaé,
ze

(a) przy t / Ty, mamy zbiezno$¢ Vu, — Vug, stabo w L?] ale nie silnie;

(b) przy t \, T}, mamy zbiezno$¢ Vu, — Vur, silnie w L? (i przy ¢ \, 0 réwniez).
Zadanie 6.4. Zalozmy, ze ciag uj, € L*(R") zbiega stabo do u € L*(R™). Zal6zmy
ponadto, ze istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego promienia r» > 0 mamy

/ up(2)]? = & dla dostatecznie duzych k.
B

T

Wykazaé¢, ze wowczas
/ lu(z)? do + &* < liminf [ |ug(2)|? da.
R k—oo Rn
Wskazowka. Sprawdzi¢ najpierw podobne ograniczenie na catke po dopelnieniu kuli

B, (dla ustalonego r > 0).

Zadanie 6.5. Wykaza¢, ze jesli uj, — u stabo w L*(X) oraz |ugx| < C p.w. na pewnym
zbiorze mierzalnym Y C X to réwniez |u| < C p.w. na Y.
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Rozdzial 7

Konstrukcja Chen-Struwego
w wyzszych wymiarach

7.1 Strategia konstrukcji
Gléwnym pomystem stojacym za konstrukeja Chen! i Struwego jest rozpatrzenie rodzi-
ny réwnan aproksymujacych potok przeksztatcen harmonicznych, a nastepnie przejscie
do granicy z uzyskanym w ten sposob ciggiem rozwigzan przyblizonych. Nasza aprok-
symacja nawigzuje do klasycznego problemu Ginzburga-Landaua. Mianowicie zrezy-
gnujemy z wiezu u(r) € N, rozpatrujac potok przeksztatcen w R?, ale za to z cztonem
niejako karzgcym za przyjmowanie wartosci dalekich od N. Bardziej precyzyjnie, roz-
patrzymy potok gradientowy funkcjonatu

Fxc(w):= [ (;Wu\z—l—KF(u)) dr, (7.1)

ex (u):=

czyli rozwigzanie rownania powigzanego z operatorem Eulera-Lagrange’a tego funk-
cjonahu:
(0 — A)u = —KVF(u). (HMF-GL)

Aby rozwigzania nie oddalaty si¢ od N, przyjmiemy F(p) ~ dist*(p, N), a za K > 0
wezmiemy duzg stalg. Konkretng konstrukcje funkcji F' mozemy oprze¢ na rzucie
7: N5 — N okreSlonego na otoczeniu tubularnym. Ustalimy mianowicie funkcje

x € C¥(R), x' >0,
x(s) =5 dlas < /4,
x(s) =0% dlas > 6%

a nastepnie okreslimy F(p) := x(dist*(p, N')). W ten sposéb F(p) = dist*(p, ') na
N o oraz F(p) = 6% poza N; w szezegdlnosei (HMF-GL) sprowadza si¢ do klasycznego
réwnania ciepta poza Nj.

Yunmei Chen, chifska matematyczka
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Metode punktu statego
zastosujemy tu jak w
Twierdzeniu 4.1, ale
jeszcze latwiej.

W szczegdlnym przypadku N = S C RY funkcje F mozna zdefiniowaé jeszcze bardziej
jawnym wzorem

1
Fp) = 4 (Ip* = 1)%,
co sprowadza (HMF-GL) do postaci
(O — Ayu=—K(1 — |ul*)u.

Dla sfery wzglednie tatwo sie przekonac, ze rozwigzania powyzszego réwnania zbiegaja
przy K — oo do rozwiazan (HMF) (zob. podrozdzial ?7?).

Rozwiazanie u réwnania (HMF-GL) bedziemy nazywali K -rozwigzaniem, zeby za-
znaczy¢ warto$¢ parametru K. Ulatwi to badanie ciagu rozwiazan z réznymi warto-
Sciami K.

7.2 Rozwigzanie problemu Ginzburga-Landaua

Gléwna przewaga réwnania (HMF-GL) nad potokiem (HMF) jest to, ze nietrudno jest
wykazacé istnienie globalnych gladkich rozwigzan.

Twierdzenie 7.1. Dia dowolnego uq € WLYA(T",N) i dowolnego K € N istnieje
jednoznaczne rozwigzanie (HMF-GL) u: [0,00) x T" — R? gladkie dla t > 0 oraz
spetniajgce uy — ug w WHA(T™) prazy t — 0.

Ksiazka Lina i Wanga [LWO08] i oryginalna praca [CS89] powotuja si¢ tu na metode
Galerkina (cho¢ bez przytoczenia dowodu), ale najlatwiej bedzie nam powrdci¢ do
metody punktu statego.

Dowadd. Na przestrzeni Banacha
Xp = L>®([0,T] x T"; R%)

wprowadzmy operator
t
SM@@::E%@O+/[Q¢FKVFWJM@dn
0

ktory — przynajmniej formalnie — zadaje rozwiazanie v = Su problemu pomocniczego

ga—Am:—Kvmm,

Vo = Ug-
Latwo sie przekonaé, ze S: Xr — Xp, ponadto dla dwoch u,v € X7 mamy
1Su = Svllec < KV Fllos - [t = vl

wiec S jest kontrakcja dla dostatecznie matego T' > 0. Odnotujmy przy tym, ze wy-
brana wartos¢ T' nie zalezy od uy.
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7, twierdzenia Banacha o punkcie statym istnieje wiec dokladnie jedna funkcja
u € X, dla ktorej Su = u. Odpowiedni wariant Twierdzenia 2.8 méwi nam, ze otrzy-
mane u jest gtadkie dla t > 0, dzieki czemu spetnia (HMF-GL) réwniez w klasycznym
sensie. Z réwnosci Su = u jest jasne, ze ||uy — Hyugl|loo — 0 przy t — 0, wigc w szcze-
gblnosci vy — ug w L*(T™). To wystarczy, by konstrukcje na odcinku [0, T] iterowac
i otrzymad jednoznaczne rozwiazanie na catym [0, 00) x T", gtadkie dla ¢ > 0.

Pozostaje uzasadni¢ cigglo$¢ w ¢ +— u; € WH2(T"). W tym celu wystarczy wzia¢
pochodng obu stron rownosci u = Su, a nastepnie zastosowa¢ Stwierdzenie 2.3 i zada-
nie 2.7:

\Vuy(x) — HVug(x)| = |V(uy — Hyup)(x)]
< [ IVHer (~KVE () (@) dr

t

S [ = KVF() | dr
0

S K|[VFo -2,

Okazuje sie wiec, ze |Vuy — HVugl|loo — 0, co w potaczeniu z || H;Vuy — Vuglla — 0
daje teze. O

7.3 Wlasnosci rozwigzan

Wtasnosci potoku przeksztatcen harmonicznych (HMF) — takie jak skalowanie parabo-
liczne, nieréwnos¢ energetyczna, formuta monotoniczna, wzér Bochnera, e-regularnosé
— przenosza sie réwniez na rozwiazania (HMF-GL). Oczywiscie konieczna jest mody-
fikacja — role gestosci energii e(u) odgrywa tu ex (u) = 1[Vul> + K F(u), a rol¢ energii

Dirichleta F(u) funkcjonal Ex(u) = /ek(u) dz (jak w (7.1)).

Potrzebna jest jeszcze druga modyfikacja, wymuszona przez zachowanie rownania
(HMF-GL) przy skalowaniu parabolicznym. Przypomnijmy, ze przez K -rozwigzanie
rozumiemy rozwiazanie (HMF-GL) z parametrem K.

Lemat 7.2 (skalowanie paraboliczne). Jesli u™ (¢, z) = u(\*, \x), a u jest K -rozwig-
zaniem, to u™ jest A\2K -rozwigzaniem. Ponadto exsg(uN)(t, 2) = Neg (u)(N*t, Ax).

Dowéd tego i nastepnych lematéw pomijamy, gdyz dowody dla potoku (HMF)
tatwo sie przenosza na nasz przypadek.

Lemat 7.3 (nieréwnosé¢ energetyczna [LWO08, Lem. 7.6.1]). Jesli u jest K-rozwig-
zaniem, to

t
Exc(wr) = Bic(uo) = = [ [ 10| do ds,

w szezegolnosci By (u(t)) jest funkcjg nierosngcq.

W tym miejscu warto odnotowaé, ze jedli ug € Wh2(T", N), to Ex(ug) = E(ug)
jest niezalezne od K.
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Analog: Lemat 7.4. Jesl u jest K-rozwigzaniem, to
Lemat 4.4

/ |Opu|? da dt < 7”2/ ex(u) dz dt.
P Py

Analog: Lemat 7.5 (formuta monotoniczna [LWO08, Lem. 7.6.2]). Jesli u jest K-rozwigzaniem,
Lemat 4.6 to

Off o (si) = sH, (exc(gy—s)) (20)

jest niemalejgcq funkcjg argumentu s > 0.

Pomocna jest ponadto niezmienniczos¢ ¢ ze wzgledu na skalowanie:

Analog;: K 9 2K B
Lemat 4.5 D00y (A" s5u) = Pl ) (55 u).

Analog: Lemat 7.6 (wzér Bochnera [CS89, eq. (2.13)]). Jesli u jest K-rozwigzaniem, to
Lemat 4.7
(375 — A)GK S 63(.
Ponadto na zbiorze, na ktorym u,(z) € Ny, oszacowanie jest silniejsze:

(0; — Aeg + K*F(u) < e,

Co ciekawe, w [LWO0S] Ksigzka Lina i Wanga zawiera jedynie stabsze sformutowanie wzoru Bochnera

silniejsze sformutowanie [T\W()R Lem. 7.6.3], a w oryginalnym artykule Chen i Struwego uzyte sa inne oznacze-
wzoru Bochnera jest

wykorzystywane, cho¢ nie 118, Wiec przytoczymy tutaj petny dowod.
jest ani dowiedzione, ani

nawet wspomniane. L . , .
Dowdd. Jak w klasycznym wzorze Bochnera, obliczamy bezposrednio:

(0, — A) (;|Vu|2> _ 2; Bugul® + 3 (D, (85 — A)Du)
= - Zﬁ: |Oapul® = K Y {Dat, 0a(VF (u)))

= —|V2u|? — KV*F(u)(Vu, Vu),
gdzie Q(Vu,Vu) jest skrotowym zapisem Y, Q(0au, Oqu). Wyznaczamy tez druga
czeS¢ wWzoru:
(0 — AYF(u) = VF(u) - (0, — A)yu — V*F(u)(Vu, Vu)
= —K|VF(u)|* — V*F(u)(Vu, Vu),
1
(0 — Nex = (8 — A) (2\Vu|2 + KF(u))
= —|V?u|? — K}|VF(u)]* — 2KV*F(u)(Vu, Vu)
Dla wiekszej czytelnosci rozumowania rozpatrzmy osobno trzy przypadki:

I Gdy u(z) ¢ N5, na pewnym otoczeniu mamy VF(u) =0i V2F(u) =0 (gdyz F
jest stale poza Nj) i w rezultacie (9, — A)ex < 0.

IT Gdy w(z) € Nsje, na pewnym otoczeniu mamy F(u) = dist*(u, ). Wowczas
|V F(u)| = 2dist(u, N') = 2F(u)"/?, a na mocy zadania 7.2 réwniez

—2V2F (u)(Vu, Vu) < F(u)?|Vul?,
—2KV?F(u)(Vu, Vu) < K2F(u) + C|Vul*.
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Po uwzglednieniu pozostatych ujemnych wyrazéw otrzymujemy wiec

1
(0 — Neg + K*F(u) < (0, — A)eg + §K2|VF(U)|2 < V' < e

IIT Gdy dist(u(z), N) lezy pomigdzy §/2 i §, hesjan V?F szacujemy przez stala.
Poniewaz F(u) > 6%/4 na tym zbiorze, otrzymujemy po prostu

(0 — Aerx < —2KV*F(u)(Vu,Vu) < K - |Vul* < KF(u) - |[Vul]® < e%.
O

Lemat 7.7 (twierdzenie o e-regularnosci [LW08, Lem. 7.6.4]). Istnieje stala eo(n, N') > Bnaiog:
taka, ze jesliu: [~ R? 0]xT" — R? jest K -rozwigzaniem, 0 < R < 1 oraz ®f o (R?) < ggtmiosek 2.7
to

sup RPe(u) < C

Psr

dla pewnych dodatnich stalych §, C' zaleznych od n,N oraz R*"Ex(u_gs).

Najistotniejsza czeécia powyzszego twierdzenia o e-regularnosci jest, ze stata eg nie zalezy
od parametru K.

Moze sie to wydawaé zaskakujace, ale w istocie dowdd przebiega identycznie jak
w przypadku rozwiazan (HMF). Nalezy jedynie zamienié¢ kazde wystapienie e(u) (jak tez
|Vu|) na ex(u) oraz zwrdci¢ uwage, ze skalowanie paraboliczne wplywa na parametr K w
réwnaniu (HMF-GL). Poniewaz parametr ten nie ma wplywu na formule monotoniczna
oraz wzor Bochnera, reszta rozumowania pozostaje niezmienna.

7.4 Zachowanie w otoczeniu punktu regularnego

Twierdzenie o e-regularnosci daje — przy zatozeniu ®¥ < g2 — ograniczenie na gestosé
energii ex(u), a wiec w szczegdlnosci na pochodna przestrzenna |Vu|. W odrdznieniu
od potoku (HMF) nie jest jednak oczywiste, ze wynika stad ograniczenie na wyzsze
pochodne u przez stala niezalezna od parametru K. W tej sekcji zbadamy wiec, jakie
wtasnoéci rzeczywiscie da sie wywnioskowaé, zwtaszcza dla duzych K. Ze wzgledu na
skalowanie wystarczy przyja¢ promien R =1 i stalg C' = 1.

Lemat 7.8. Zalézmy, ze u jest K-rozwigzaniem oraz ex(u) < 1 na cylindrze jednost-
kowym Py. Wowczas

() |10sullL2(p, ) < C(n);
(b) w spetnia warunek Lipschitza wzgledem metryki parabolicznej:

[u(z1) — u(z2)| < C(n) - dp(z1,22) dla 21,2 € Py

(c) jesli K jest odpowiednio duZe, to u(z) € Nsj oraz dist*(u(2),N) < 1/K dla
z e Py

(d) |KVF(u)llr2p,, 0, 1V2ull2(p,,,) < C(n) dla dostatecznie duiych K.
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Dowéd. Punkt (a) jest bezpodrednim wnioskiem z Lematu 7.4 — norma ||Oyul|r2(p, 12)
szacuje si¢ przez ||ex (w)||r2(p).-

Podobnie uzasadniamy punkt (b). Ustalmy 21 = (t1, 1), 22 = (t2, 22) W P/ i niech

T+
ri= max(\/ |t1 — t2|, |£B1 — IEQ|/2), Ty = ! 9 2, t() = rnax(tl,tg).

Z nieréwnosci trojkata mamy

|u(21) _U(Z2)| < |utl (xl) - (U’tl)Br(afO) | + |ut2 (xQ) - (utz)Br(l’o) | + | (utl)Br(ﬂUO) - (Utg)B,.(x0)|7

gdzie przez fg oznaczyliSmy Srednig z f po B. Pierwsze dwa wyrazy szacujemy bez-
posrednio z nieréwnosci ex(u) < 1, otrzymujac ograniczenie rzedu r. Do ograniczenia
drugiego wyrazu ponownie uzywamy Lematu 7.4:

)5y e0) = ()| <,y = | o
By (o)

< ][ / |Opu| dt dz
r(zo) J[t1,t2]

1"2][ |0pu| da dt
Pr(t(hx()
1/2
<][ |Oul? dz dt)
(to,z0)

1/2
< ex(u) do dt)
PZT(thzO

Punkt (c¢) sprowadza sie do obserwacji, ze nierownos¢ ex(u) < 1 oznacza w szcze-
gélnosci K - F(u) < 1, a wige F(u) < 1/K. Dla dostatecznie duzych K oznacza to, ze
F(u) < 6%/4, a wiec F(u) = dist®(u, ).

Na potrzeby punktu (d) kluczowa obserwacja jest, ze mozemy skorzystaé¢ z moc-
niejszej wersji wzoru Bochnera:

(0, — Aeg + K*F(u) < C - e < C.
Reszta dowodu przebiega podobnie jak w Lemacie 4.4. Wykorzystamy funkcje testowa
e CX((—1,0) x By), ¢=1na[-1/4,0] X Byjs, ¢ =>0.
Po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez ¢ i scatkowaniu otrzymujemy

K*F(u) < | K*F(u)-¢
P

i/ 090—/ ateK'90+/ Aeg - .
Py Py Py

Kazda z catek po prawej stronie jest ograniczona przez statg; zeby to zauwazy¢, nalezy
druga z nich scatkowaé przez czesci po czasie (uwazajac na wyraz brzegowy), a trzecia
dwukrotnie po przestrzeni. W ten sposéb ograniczylismy catke z K2F(u). Jednak w

Py
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przypadku dist(u, ') < §/2 mamy |VF(u)|*> = 4F (u), wigc otrzymane oszacowanie
przektada si¢ na ograniczenie normy KV E(u) w L*(Py)5).

Pozostaje zauwazy¢, ze w réwnaniu dyu — Au = —KV F(u) ograniczenie na dyu
i KVF(u) w normie L*(P,5) daje podobne ograniczenie na Au. Rachunek z Lematu
6.5b — po uwzglednieniu funkcji wycinajacej — pokazuje, ze implikuje to ograniczenie
na V2u na troche mniejszym zbiorze (—1/4,0) X By . O

Pozyteczny bedzie réwniez ponizszy lemat, ktory stwierdza, ze oszacowanie ex (u) < 1
na P, implikuje nieco gorsze oszacowanie na pewnym maltym cylindrze [0,73] X B,,.
Oznacza to, ze wlasnosci opisane w Lemacie 7.8 zachodza réwniez na [0,73] X B,,, z
nieco gorszymi stalymi.

Lemat 7.9. Jesli u jest K-rozwigzaniem oraz ex(u) < 1 na cylindrze jednostkowym
Py (wychodzgeym w przesztosé), to ex(u) < C na pewnym cylindrze [0,73] X B, (wy-
chodzgcym w przysztosé), dla pewnych stalych C(n,N') > 0 i ro(n, N, Ex(ug)) > 0.

Dowdd jest nieznaczna modyfikacja rozumowania z Lematu 5.10, wigc go tutaj
pominiemy. Aby powotaé sie na ten sam argument, nalezy najpierw zastosowaé skalo-
wanie jak w koncéwce rodziatu 6.3.

7.5 Przejscie do granicy w punktach regularnych

Ustalmy przeksztatcenie poczatkowe uy € W12(T", V) i dla kazdego K € N rozwazmy
K-rozwigzanie ug: [0,00) x T" — R?¢ réwnania (HMF-GL) skonstruowane w Twier-
dzeniu 7.1. Opiszemy teraz przejécie do granicy K — oo wokét punktow regularnych.

W analogii do przypadku dwuwymiarowego wprowadzamy zbiér koncentracji ener-
gii
S = {z € (0,00) x T" : V450 liKnl_)ioIéf OE (s;ug) > eg},

przy czym tym razem koncentracja ma miejsce w przejsciu granicznym ug — u, a nie
w czasie t /" Ty. Punktem regularnym nazwiemy kazdy punkt poza S.

Ustalmy 2o ¢ S. Istnieje woéwcezas s > 0 takie, ze

li[(IILioIéf OX(s;ur) < €.
Mozemy wiec ustali¢ podciag (dla prostoty zapisu nadal oznaczany przez K ), na kto-
rym zachodzi nieréwno$é ®% (s;ux) < e3. Zgodnie z twierdzeniem o e-regularnosci
oznacza to, ze
ex(ux) < C na P.(z) dla wszystkich K.

Wielkosci C,r > 0 zalezg od n, N i s, ale nie zaleza do r > 0. Przy uzyciu odpowied-
niego przeskalowania mozemy powotaé¢ si¢ na Lemat 7.8, oczywiscie z odpowiednio
gorszymi statymi. Oznaczajac Q) := P, /4(.,), mozemy podsumowac, ze wielkosci

lugllLipp@): 10uklliz@), IVukllzg), IKVE(uk)l g

sa wspolnie ograniczone dla wszystkich K. Na mocy twierdzen Arzeli-Ascolego i Banacha-
Alaoglu pozwala to wybra¢ podcigg, na ktéorym uxg — wu jednostajnie, a ponadto
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Vug — Vu stabo-* w L>® oraz VZug, O,ux zbiegaja stabo w L? do swoich odpowied-
nikéw V2u, dyu. Z warunku dist?(ug, V') < 1/K wiemy ponadto, ze u(z) € N dla p.w.
z € Q.

O ciagu —K'V F(uk) mozemy powiedzieé¢ jedynie, ze zbiega stabo do pewnego pola
V € L*(P,/4), ktére spelnia w stabym sensie réwnanie

(O — A)u=V.

Uzasadnimy, ze V(z) jest prostopadle do N w u(z). W tym celu przypomnijmy, ze
F(ug) = dist*(ug, N) (dla duzych K) i w konsekwencji

VF(ug(z)) = 2dist(ug(z), N)n(z)

dla pewnego wektora jednostkowego n(z) € (Tr(uy(:)/N)*. Rzut tego wektora na prze-
strzen styczng TN — do czego uzyjemy symbolu T — jest wiec prawie zerowy, a blad
mozna oszacowa¢ w terminach odlegtosci tych dwéch punktéw na N

V' F(uk(2))|
S Im(uk(2)) = u(z)] < fluk — |-
IV E(u(2))]
Stad tez
1KV TF(ur(2) 22 S lluke = ullos - [ KVE (uge(2)) |2 === 0.
Jesli wige réwnanie (0 — A)uxg = —KVF(uk) oblozymy punktowo operatorem rzu-

towania na T,,)N, to w granicy K — oo otrzymamy
((3t — A)TU =0.

Jest to réwnowazna forma potoku (HMF). Istotnie, na mocy Lematu B.12 mamy
d, u = dyu p.w., a ponadto rachunek prowadzacy do réwnogci

Au=ATu— A, (Vu, Vu)

pozostaje w mocy dla przeksztatcenia u € W?22(Q,N) (zob. Lemat B.7 i zadanie
7.3). Wywnioskowalismy w ten sposéb, ze réwnanie (HMF) (0; — A)u = A,(Vu, Vu)
zachodzi w stabym sensie w Q).

Pozostaje uzasadni¢, dlaczego u jest réwniez gtadkim rozwigzaniem klasycznym.
Poniewaz gradient Vu jest ograniczony, wystarczy uzasadnié¢, ze u jest zadane wzorem
Duhamela. Gdyby wykazane tutaj wtasnosci byly prawdziwe wszedzie (nie tylko na @),
wystarczyloby poréwnaé v z v, :== Hyug+ fot Hy (A, (Vu,, Vu,)) dr. Ich réznica u—wv
jest ciagta, ma zerowe dane poczatkowe i spetnia réwnanie ciepta (0, —A)(u—v) = 0w
stabym sensie. Jednoznaczno$¢ stabych rozwigzan réwnania ciepta (zadanie ?77?) konczy
wowczas dowdd. Zeby rozumowanie to moc przeprowadzié lokalnie, zamiast u rozwa-
zamy funkcje nu domnozong przez odpowiednia funkcje wycinajaca.

Przypomnijmy, ze cate to rozumowanie przeprowadziliSmy na pewnym matym cy-
lindrze parabolicznym @) = P, /4., gdzie 2 jest ustalonym punktem spoza §. Mozna
jednak w miejsce @) przyja¢ pewne (jeszcze mniejsze) otoczenie punktu zy. Istotnie,
zgodnie z Lematem 7.9 mamy nieréwnos¢ ex(u) < C na pewnym otoczeniu zg, co
pozwala powtorzy¢ cata reszte rozumowania.
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7.6 Oszacowanie zbioru osobliwego i jego konse-
kwencje

Przypomnijmy, ze zbioér osobliwy S jest zdefiniowany nastepujaco:
S = {z € (0,00) x T" : V4550 liKrrLioréf OE (s;ug) > eg}.

Lemat 7.10. Zbior osobliwy S jest domkniety oraz lokalnie skonczong n-wymiarowg
paraboliczng miare Hausdorffa, to znaczy H"(S N L) < oo dla dowolnego zwartego
L C (0,00) x T™.

Przypomnijmy, ze miara Hausdorffa H" jest definiowana jako granica miar ze-
wnetrznych

N N
Hg(A) :mf{ZrZ"AQ UQTz(ZZ)’ 0<7“7,<5}
=1 =1

W miejsce kul euklidesowych przyjmujemy tutaj kule paraboliczne @, (z) wyznaczone
przez metryke paraboliczng

dp((t',2'), (t,2)) = max (|’ — ] |2' — 2]),
awiec Q,(t,x) = {(t',m') =t <P |2 — x| € 7"}.
Warto si¢ nad paraboliczng metryka dp pochyli¢, np. sprawdzié, ze istotnie jest metryka.
Zauwazmy tez, ze topologia indukowana przez dp jest tozsama z euklidesowa.

Jednoczesnie te dwie metryki nie sg réwnowazne. Okazuje sie, ze paraboliczny wymiar
Hausdorffa dziedziny (0,00) x T™ to n + 2, a nie n + 1. Jest tak dlatego, ze wymiar samej
prostej czasowej (0,00) x {p} wynosi 2 (zadanie 77).

Dowaéd. Domknieto$é najtatwiej pokazaé poprzez otwartosé dopetnienia. Wezmy punkt
z = (t,z) ¢ S idobierzmy s > 0, dla ktérego

7 := liminf ®X (s;ux) < 2.
K—oo

Wybierzmy nastepnie podciag, na ktérym granica dolna jest realizowana (dla uprosz-
czenia nadal oznaczany przez K). Dla 2/ = (¢, 2') bliskiego z dobierzmy s’ > 0 tak, by
t' — a2’ =t — x. Wyjatkowo uzywajac oznaczenia p dla jadra ciepta na torusie, mamy

o5 (2, y) = ps(2,y)| S w(2)  dlay e T,
gdzie w(z’) > 0 jest wielkoscia zbiezna do zera przy z/ — 0. Poréwnujac wielkosci
monotoniczne, otrzymujemy

/

S
(s ug) — gq;f (siuk)| = 8 (Ho|Vuy_o|*(2') = Ho| Vo *(z))

<5 [ V(@) Plow(a’sy) = pula )] dy
s 2Fk (us_s) - w(2')
s 2E(up) - w(2).

V/AR/AN
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Skorzystaliémy tu z réwnosci t' — s’ = t — s oraz monotonicznosci energii. Dla 2’

dostatecznie blisko z — jednostajnie wzgledem K — mamy wiec ®5(s';ux) < %,

skad 2z’ ¢ S. To uzasadnia domknietosé¢ S.

Zerowa miare Hausdorffa wystarczy pokazaé¢ dla kazdego podzbioru postaci
S[TO,T1] =8N ([To,Tl] X Tn) (O < T(] < T1 < OO)

Zacznijmy od analizy koncentracji energii wokét pojedynczego punktu zo = (to, z0) € Siry,r)-
Zgodnie z definicjg, dla kazdego s > 0 mamy liminf .., ®E (s) > &f (dla skrétu pomi-
jamy tu ug ). Dla dostatecznie duzych K (jak duzych, to zalezy od s) daje to nieréwnosé

X (s) > €5/2. Przyjmijmy teraz, ze s = (yr)? dla pewnego promienia r > 0 i ma-

lego wspotezynnika v > 0. Wielko$é ®% (s) chcieliby$Smy poréwnaé z lokalng energia
727" [ (o) €5 (Utg—s). W tym celu zauwazmy, ze

_ 1
ps(y) < /7_”7“_” na Bra ps(y) < 2n/2’7_n€ 8v2 Ps+r2 (y) poza Br-

Pierwsza z nieréwnoéci wynika wprost ze wzoru p,(y) = (4ms) ™2 exp(—|y|*/4s),
a druga wymaga poréwnania:

ps(y) — ( s )n/Qexp _w+L
Psirz(y) s+1r? 4s  A(s+1?)

_o\Mn/2 |y|2 1
= (1 2 LA
( +'7 ) eXp( 4r2 72<1+72)

1
< 2"/27_”6_872 dla |y| >r, v < 1L

W konsekwencji tych nierownosci mamy
o
Hex (ugg—s) (o) < ’Y"T"/B( )eK(utO,s) dy + 22y e 2 H, | oeg (ug,—s) (20).
(L0
Zanim domnozymy obie strony przez s, zwr6¢my uwage na oszacowania drugiego sktad-

nika:

1

1
sy e 2 Hyze(uy,—s)(xo) <y "e 7 - @f;ﬁﬂ,xo)(s +7%) z definicji @
1

<y e 7 (I)gOJer’xO)(T(]) z formuly monotoniczne;

1

<Ay e 87 - Ty(4nTy) ™2 E(uy)

2

<272, %0 dla dost. matego v > 0.

1 :
Ostatnia z nieréwnosci jest mozliwa dzigki temu, ze y™"e %7* — 0 przy v — 0; mozemy

wiec wybrac v, dla ktérego oszacowanie jest tak mate, jak zadamy. Ustalamy wiec takie
7 (zaleznie od Ty i E(uy)), a wowczas domnozenie poprzedniej nieréwnosci przez s daje

N

2

< @g(s) < C(n, Ty, E(ug)) - sr’”/ ( )eK(uto,s) dy + %,
By (xg

et < sr’”/B ( )eK(utO,s) dy.
r{Z0

€0

2
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Z formuly monotonicznej mamy rowniez ®X (s') > §/2 dla wszystkich s’ € [s, 2s]. To
samo rozumowanie mozna wiec przeprowadzi¢ dla s’ (by¢ moze nieznacznie zmniejsza-
jac warto$¢ ), co po usrednieniu daje

2s
2 < ][ / —n/ I <
£ s'r ex(uy_g) dyds' <r ex(u) dy dt. )
0~ 0—S ~
s Br(xo) [to—s,to—2s] x By (0) %Y schzetgi)lnid/m przypadku
n = 2 nietrudno

. .. . . .. dokonczy¢ rozumowanie
Calka po wigkszym obszarze Q),(zp) tym bardziej daje co najmniej 5(2) ST, i bezposrednio wykazaé
skonczono$é zbioru
Si1y,1y) (zadanie 77).
Jestesmy gotowi na oszacowanie H} (Sip, 1,]); mozemy przy tym przyjaé, ze § < 1.

Wezmy najpierw dowolne pokrycie Sy 1) kulami Qs (2;) o $rodkach w tym zbiorze,
spelniajacymi 5r; < 0 (mozna z géry przyjaé¢ r; := 6/10). Dzieki zwartosci mozemy
wybra¢ podpokrycie skoniczone. Nastepnie na mocy lematu pokryciowego Vitaliego
(zadanie ?77) wybierzmy takie podpokrycie, dla ktérego kule @, (2;) sa roztaczne.

Skoro mamy do czynienia ze skoniczenie wieloma kulami, dla dostatecznie duzych K
mozemy zastosowac rozumowanie wyzej, otrzymujac ri S er.(zi) ex (u) dla wszystkich
1. Po zsumowaniu otrzymujemy

Sorr < ex(u) < /[TO)Tl] /n ex(u) < TiE(uo)

(V]
na mocy nieréwnosci energetycznej. To dowodzi skonczonosci H"™ (Sir, 1)) O

Lemat 7.11. Zalézmy, e u: [0, T] x T" — N C R? jest funkcjg mierzalng spetniajgcq
u € C([0,T], L*(T")) oraz dyu, Vu € L*([0,T] x T"). Jesli u jest gladkim rozwigzaniem
(HMF) poza pewnym domknietym zbiorem S o lokalnie skonczonej n-wymiarowej pa-

rabolicznej mierze Hausdorffa, to u jest stabym rozwigzaniem (HMF) (wedtug Definicji
6.1) na [0, T] x T™.

Dowdd. Zaczniemy od pokazania dla wybranego ¢ € C°((0,T) x T™), ze
0= / Oue +VuVe — A, (Vu, Vu) ¢ dz dt,
(0,7)xT™

co mozna uznaé za inna definicje stabego rozwigzania. Ustalmy 6 > 0 i wybierzmy
pokrycie & N supp ¢ skonczenie wieloma kulami parabolicznymi @,,(z;) spelniajace
ri < § oraz Y, < B (to ostatnie jest mozliwe dzigki zwartosci supp ¢ i lokalnej
skonczonosci H™(S)). Ustalmy tez funkcje wycinajaca

ke C™ kK=0na@(0), k=1poza Q(0),

t—t, z—x;

oraz przyjmijmy r;(t,z) = k(*z*, =), Wowczas funkcja ns = min; x; zeruje si¢ na

otoczeniu S, a jednoczesnie jest réwna 1 poza U Qar, (2;). Odnotujmy, ze
Vinsl? < / Vei> <Y ri 2.2 < B.
Joens TP IO S 0

Poza S funkcja u jest gtadkim rozwiazaniem (HMF); mnozac to réwnanie przez nsp
i catkujac przez czesci, otrzymujemy

0= /(OT) T atunégp‘i‘VU(V?]ggD—l—naV(p) _Au(vu,V'LL) s dz dt.
) xT™
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Funkcja ny nie jest co prawda gtadka, ale spetnia warunek Lipschitza i w szczegolnosci
nalezy do W12, co uzasadnia caltkowanie przez czedci i regute Leibniza. Z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wickszos¢ cztondéw wyzej zbiega do swoich
odpowiednikow pozbawionych 75, poniewaz ns — 0 p.w. Pozostaje wykaza¢ zbieznosé
do zera wyrazu z pochodnymi 7;:

‘ / VuVns ¢
(0,7)xTn

Zbieznos¢ do zera zachodzi na mocy absolutnej ciagtosci catki wzgledem miary — zbior
U Q2 (2;) ma bowiem miare kontrolowang przez sume Y72 a wiec przez Bé%.

< loel 0l 2, ) IVl 22 S B - IV g ) = O

Przypomnijmy, ze wedtug Definicji 6.1 do zweryfikowania mamy nieznacznie inny

Pedantyczna uwaga: warunek
Definicja 6.1 wspomina
jeszcze o warunku
Vu € L% (L2). Jesli ma / wp dz
by¢ on spelniony, to trzeba n
go dodaé do zatozen
niniejszego lematu.

t=T

t=0

:/[OT] T uwp —VuVe + Ay(Vu, Vu) p dz dt
S XT™

dla ¢ € C([0,T] x T". Ustalmy wiec takie ¢. Za ns przyjmijmy teraz funkcje jed-
nej zmiennej n; € C°((0,7)) speiajaca 0 < ns < 1, s = 1 na [§,T — ¢] oraz
In5| < 071, Funkeji nsep mozemy uzyé jako funkceji testowej w juz wykazanym stabym
sformutowaniu; po scatkowaniu przez czedci po czasie daje nam to

- Nup = 15(udp — Vu Ve + Ay(Vu, Vu) @)
[0,T]xT™ [0,T]xT"

Przy 6 — 0 prawa strona zbiega do zadanego wyrazenia. Natomiast lewg strone mo-

zemy przepisa¢ jako
t
—/ (/ Ut d$> 15(t) dt.
o \JT»

Wyraz w nawiasie jest ciagla funkcja zmiennej t € [0, 7], a —nj(t) dt jako miara zbiega
stabo-* do 07 — 9y, co konczy dowdd. ]

7.7 'Twierdzenie Chen-Struwego

Podsumujmy analize poprzednich podrozdzialéw w postaci nastepujacego twierdzenia
[CS89] (zob. tez [LWO08, Th. 7.6.5]):

Twierdzenie 7.12. Dla dowolnego ug € WH(T", N) istnieje funkcja u: [0,00)xT™ — N
bedaca stabym rozwigzaniem (HMF) (w sensie Definicji 6.1), spetniajaca E(u;) < E(uo)
dla p.w. t oraz Ou € L*([0,00) x T™).

Ponadto u jest gladkim rozwigzaniem (HMF) poza domknietym zbiorem osobliwym
S C (0,00) x T™ o zerowej n-wymiarowej parabolicznej mierze Hausdorffa.

Dowdéd. Dla ustalonego K € N Twierdzenie 7.1 daje nam istnienie jednoznacznego
gladkiego rozwigzania u problemu pomocniczego (HMF-GL). Zgodnie z nieréwnoscia
energetyczng (Lemat 7.5)

sup Ex(ul*), /0 /Tn 10,uf|? dz ds < E(ug)

t>0
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dla kazdego K. Wnioskujemy stad (przy uzyciu twierdzen Banacha-Alaoglu i Rellicha-
Kondraszowa), ze na podciagu ug zbiega do pewnego u:

Vu® — Vu stabo-* w L*((0, 00), L*(T™)),
o’ — d,u stabo w L*((0,00) x T™),
u® — u silnie w L*((0, 00) x T™).
Uzasadnia to E(u;) < E(ug) oraz ;u € L*([0,00)xT"), jak réwniez ciagtosé t +— u; € L2

i warunek u; — uo w L% Jednocze$nie nie wiemy jeszcze, ze u rozwiagzuje (HMF), a
nawet, ze ma wartoéci w .

Rozwazmy zbior osobliwy S jak w poprzednich rozdziatach. Z rozdziatow 7.4 1 7.5
wiemy, ze dla kazdego z ¢ S istnieje otoczenie ), na ktérym zbieznos¢ jest lepsza,
a w rezultacie u € C*(Q) jest gltadkim rozwiazaniem (HMF) na tym otoczeniu. To
dowodzi w szczegdlnosei, ze uy(x) € N dla p.w. (¢, z).

Z Lematu 7.10 wiemy, ze zbiér osobliwy S jest domkniety oraz H™(S) = 0. Mozemy
wiec zastosowaé Lemat 7.11 i wywnioskowaé, ze u jest stabym rozwigzaniem na calej
swojej dziedzinie. To konczy dowod twierdzenia. ]

7.8 Zadania

Zadanie 7.1. Wyprowadzi¢ formule monotoniczng z Lematu 7.5: jesli u jest K-
rozwigzaniem (HMF-GL) oraz ey (u) := 3|Vul?> + KF(u), to

Off o (si) 1= sH, (exc(ugy—s)) (20)

jest niemalejaca funkcjg argumentu s > 0.

Zadanie 7.2. Niech N' C R? bedzie zamknigta podrozmaitocia, oraz niech G, := dist(p, ).
Sprwadzi¢, ze hesjan kwadratu tej funkcji jest ograniczony z dotu w sensie formy kwa-
dratowe;j:

~V3(G*) < C(N)-G-I w otoczeniu tubularnym N,
co oznacza, ze —V2(G?),(v,v) < C- G, - |[v|* dlav € R%

Wskazowka. Przedstawi¢ G2 jako | (p) — p|* i nasladowaé rachunek z konica podroz-
dziatu 4.2.

Zadanie 7.3. Przekona¢ sig, ze jedli f,g € W2, a ponadto f € L™, to f-g e Wh!
oraz — co nie powinno by¢ zaskakujace — V(f -g) =V f-g+ f-Vg.
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Dodatek A

Krzywizna Riemanna w ujeciu
wewnetrznym

Na potrzeby niniejszego skryptu krzywizne Riemanna wprowadzono w (3.1) jako ceche
rozmaitosci zalezng od jej zanurzenia w przestrzen euklidesowa. Dodatek ten stuzy uzu-
pelnieniu tego braku — w najkrétszy mozliwy sposéb wprowadza krzywizne Riemanna dla
abstrakcyjnej rozmaitosci Riemanna, a nastepnie zestawia ja z definicja podana w roz-
dziale 3.4.

W zZadnym przypadku nie nalezy uwazaé, ze jest to wlasciwe zrédio do nauki. Abstra-
hujac od ewentualnych bledéw, celowo pominiete zostaly rozmaite szczegdly i motywacje.
Zainteresowanych tematem zachecam za to do dalszej lektury — godne polecenia sg np.
ksiazki Johna M. Lee [Lee97] i Petera Petersena [Pet06].

A.1 Koneksja Levi-Civity

Niech M bedzie abstrakcyjna gtadka rozmaitoscia Riemanna. Oznaczmy przez T'M
wiazke styczna tej rozmaitosci, a przez 7 M przestrzen wszystkich gtadkich pdl stycz-
nych na M:

TM={X: M—TM:X(p)eT,MdapeM}

Jest to nie tylko przestrzen liniowa nad R, ale réwniez modul nad C*(M) — iloczyn
gtadkiej funkcji i gltadkiego pola stycznego jest réwniez gltadkim polem stycznym.

Koneksja jest formalizacj . . . . .
omeE D Koneksjg na wiazce stycznej TM [Lee97, Ch. 4] nazwiemy dowolne przeksztatcenie
idei rézniczkowania pola

Y w kierunku X. Na

rozmaitosci gladkiej (bez V: TM X TM — TM
. )

struktury Riemanna)
istnieje jednak wiele
réznych koneksji. spelniajace nastepujace trzy warunki (obowiazuje konwencja notacyjna V(X,Y) = VxY):

(a) VxY jest C*(M)-liniowe wzgledem X:
Vixitgx,Y = fVx,Y +¢Vx,Y  dla f,g € C*(M);
(b) VxY jest R-liniowe wzgledem Y:
Vx(aYs +bY2) = aVxY) +bVxYs dla a,b € R;
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(¢) V spehia warunek Leibniza:

Vx(fY)=fVxY +(Vxf)Y  dlafeC™®(M

).

Koneksje V nazwiemy koneksjg Levi-Civity [Lee97, Ch. 5], jesli spelnia nastepujace
dodatkowe warunki:

(a) V jest symetryczna, czyli

ViV —VyX =[X,Y] dlaX,Y eTM.

(b) V jest metryczna, czyli

Vx (Y, Z) = (VyY, Z)+ (V,VxZ)  dlaX,Y,Z€eTM.

Okazuje sie, ze na ustalonej rozmaitosci gltadkiej z metryka Riemanna istnieje do-
ktadnie jedna koneksja Levi-Civity [Lee97, Th. 5.4].

A.2 Koneksja Levi-Civity na podrozmaitosci

W przestrzeni euklidesowej R™ naturalnym wyborem koneksji jest rézniczkowanie po
wspotrzednych. Bedziemy ja oznaczaé symbolem V:

Vx (inej) = i(vxyj)er

j=1 j=1

Latwo sie przekonad, ze jest to koneksja Levi-Civity.

Zatézmy teraz, ze M C R" jest gltadka podrozmaitoscia. Jesli XY : M — R" sg
dwoma polami stycznymi na M, to mozemy je dowolnie przedtuzy¢ na calg przestrzen i
rozwazy¢ R™, a nastepnie rozwazy¢ pole Vx Y. Nie zalezy ono od wyboru przedtuzen,
ale nie jest styczne do M. W zwigzku z tym definiujemy VxY jako rzut VxY na
przestrzen styczna:

VY (p) = Prom (VY ().
Ponownie tatwo sprawdzi¢, ze daje to koneksje Levi-Civity na M.

Warto odnotowa¢ zwiazek z druga formg podstawowa A. Zgodnie z Definicja 3.6
i uwaga ja poprzedzajaca, A(X,Y) jest sktadowa prostopadla VxY', wzieta z przeciw-
nym znakiem. Mamy wigc ré6wnosé

VxY =VxY + AX)Y),
znana jako wzor Gaussa [Lee97, Th. 8.2].
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A.3 Krzywizna Riemanna

Endomorfizm krzywizny Riemanna R: TM X TM x TM — TM [Lee97, Ch. 7]

definiujemy wzorem
R(a,b)c =V, Vyc — ViyVac — Vg dla a,b,c € TM.

Wprost z definicji, tatwo sprawdzi¢ C'*°(M)-wieloliniowo$¢ R wzgledem swoich trzech
argumentow.

Krzywizne Riemanna wprowadzamy jako
Rm(a, b, c,d) := (R(a,b)c,d) dla a,b,c,d € T M.

Jest to z kolei funkcja C°°(M)-wieloliniowa swoich czterech argumentéw. Nietrudno
sprawdzi¢ tez symetrie Rm wymienione w Zadaniu 3.8.

A.4 Rownanie Gaussa

Pozostaje sprawdzi¢, ze zdefiniowana wtasnie krzywizna Riemanna spelnia réwnanie
Gaussa (3.1), ktére postuzyto nam jako definicja w rozdziale 3.4:

Twierdzenie A.1 (Theorema Egregium Gaussa [Lee97, Th. 8.4]). Niech M C R"
bedzie gtadkq podrozmaitoscig. Wowczas jej krzywizna Riemanna Rm dla dowolnych
pol stycznych a,b,c,d na M spetnia rownosé

Rm(a, b, c,d) = (A(a,d), A(b,c)) — (A(a,c), A(b,d)) ,

gdzie A jest drugq formg podstawowq zanurzenia.

Dowdd. Skorzystamy wielokrotnie z rozktadu V,v = V, 0+ A(u, v) i z faktu, ze A(u,v)
jest wektorem prostopadtym do w.

Korzystajac ze stycznosci d, mamy
Rm(a, b, ¢,d) = (VaVie = VyVac = Vigye, d)
= <VaVbc — VpVae = Vg, d>
= (VaVie = ViVae = Viaye, d) + (VaA(b,¢) = VyAa, c), d)
= (VaA(b,c) = VyA(a,c),d),

przy czym w ostatniej linijce skorzystaliSmy z faktu, ze przestrzen euklidesowa R"™ ma
zerowg krzywizne Riemanna.

Odnotujmy prostopadtosé (A(b, ¢), d) = 0, z ktérej w szezegblnosei wynika V, (A(b, ¢), d) = 0.
W polaczeniu z metrycznoscig koneksji V oraz rozktadem V,d = V,d — A(a,d) (na
czesé styczna i prostopadta) daje nam to réwnosci

(VaA(b,c),d) = = (A(b,c), Vad) = (A(b, ), A(a,d)) .
Analogiczna réwnosé <vbA(a, c), d> = (A(a,c), A(b,d)) zachodzi dla drugiego cztonu,

co konczy dowdd. O]

94



Dodatek B

Uzupelnienie wiedzy
o przestrzeniach Sobolewa

W literaturze bardzo latwo o dobry (w tym: zwiezly, zrozumialy, dobrze umotywowany)

wstep do tej dziedziny. Osobiécie najbardziej polecam ksiazeczke Strzeleckiego [Str06,
Rozdz. 6], w ktérej miesci sig on na 20 stronach. Szersze oméwienie tego tematu mozna
znalezé¢ w ksiazce Evansa [Eval0, Ch. 5], nietrudno tez znalez¢ ksiazki w calosci poswiecone
przestrzeniom Sobolewa.

W ponizszym dodatku staratem sie¢ przytoczyé¢ te elementy teorii, ktére wydalty mi
si¢ kluczowe dla zrozumienia wyktadu, zwtaszcza poczawszy od rozdziatu 6. Oprocz pojeé
naprawde podstawowych znalazto sie tu tez krotkie omowienie funkcji Sobolewa o warto-
Sciach w zadanej rozmaitosci. Dla zacytowanych twierdzen dowody podaje jedynie w tych
przypadkach, w ktérych nie jest tatwo je zlokalizowaé w literaturze.

B.1 Podstawowe pojecia

Niech Q@ C R™ bedzie otwartym podzbiorem R"™. Przez C°(2) bedziemy oznaczaé
przestrzen funkcji gladkich ¢: Q@ — R o zwartym nos$niku (a wiec zerujacych sie na
pewnym otoczeniu 0€2).

Niech u, g: €2 — R beda dwiema funkcjami lokalnie catkowalnym. Powiemy, ze g
jest staba pochodna czastkowa u wzgledem x,, (piszemy: g = d,u), jesli

/Qu(x)aago(x) der = —/Qg(x)go(x) dz  dladow. p € C(Q). (B.1)

Calkowanie przez czesci pokazuje, ze jesli funkcja u jest klasy C1(Q), to jej klasyczna
pochodna jest réwniez jej staba pochodna.

W ogélnym przypadku pozwalamy sobie na zapis g = d,u, gdyz funkcja g jest wy-
znaczona jednoznacznie przez warunek (B.1). Wynika to z tzw. podstawowego lematu
rachunku wariacyjnego, znanego tez jako lemat du Bois-Reymonda:

Lemat B.1 (podstawowy lemat rachunku wariacyjnego). Jesli f € Ll (Q) oraz

| f@)e@) de =0 dapeCrQ),

to f =0 prawie wszedzie.
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Cwiczenie na zrozumienie
definicji: jak elementowi

u € HY'P przyporzadkowaé
funkcje w € LP i jej staby
gradient Vu € LP?

Twierdzenie to zostato
opublikowane w 1964 roku
w pbltorastronicowej
pracy o zwiezlym tytule
77H = W”

Tak jak w przypadku klasycznym, mowi sie réwniez o stabym gradiencie Vu = (0, . . .

Korzystajac z tego pojecia, warunki (B.1) dla poszczegdlnych a = 1, ..., n mozna stre-
$ci¢ w jednym réwnaniu:

/Qu(x) divp(z) do = — /Q (Vu(z),p(x)) de  dla e € C°(2,R").

Funkcje klasy Sobolewa stanowig staby odpowiednik funkcji klasy C'. Mozna je
wprowadzi¢ na co najmniej dwa sposoby — jeden z nich korzysta z pojecia stabej
pochodnej:

Definicja B.2 (przestrzen Sobolewa).
(a) Przestrzen WhP(Q) sktada si¢ z tych funkcji u € LP(Q), ktore dla wszystkich
a =1,...,n maja stabe pochodne d,u € LP((2).
(b) Przestrzen H'P(Q)) okreslamy jako uzupelnienie przestrzeni liniowej
{ue Q) ue (), Vue Lr(Q)}
w normie [ull i [[ullzse) + [Vl ey
W obu przypadkach na zdefiniowanej przestrzeni rozwazamy te samg norme

ullwir@) = [Jullzr@) + |Vl o).

W obu przypadkach jest jasne, ze powstata przestrzen jest zupelna (cho¢ dla WP
wymaga to uzasadnienia), a wiec jest przestrzenia Banacha. Nietrudno tez uzasadnié
zawieranie H'? C WP (przy odpowiednim utozsamieniu). Przeciwne zawieranie jest
rowniez prawdziwe, ale nieoczywiste — stanowi konsekwencje twierdzenia Meyersa-
Serrina:

Twierdzenie B.3 (Meyersa-Serrina). Dila dowolnej funkcji u € W'P(Q) istnieje cigg
funkcji gladkich uy, € C>(Q2) N WP(Q) 2biezny do u w normie W'?(Q).

Innymi stowy, C°°(2) N WHP(Q) jest gesta podprzestrzeniag WHP(Q). Interesujace
sg rowniez dwa szczegolne, istotnie tatwiejsze przypadki:
— C(R") jest gesta podprzestrzenig W1P(R");

— C™(T") jest gesta podprzestrzenig W1HP(T™).

Twierdzenie B.3 implikuje, ze H'(Q2) = WP(Q2). W zwiazku z tym nie bedziemy
rozrozniali miedzy tymi dwiema przestrzeniami.

Warto wspomnie¢ tu o podstawowej technice dowodowej uzywanej w tej dziedzinie,
a mianowicie o splotach:

(ux )(x) = / u(z —y)e(y) dy.

Splot jest dobrze okreslony na przyktad, gdy u € W'?(R") i p € C°(R"). Splot u* .
jest wowcezas funkcja gtadka. Jednoczesnie tatwo sprawdzi¢ wprost z definicji, ze jej
stabym gradientem jest funkcja (Vu) x .

W miejsce ¢ mozna przyjaé ¢.(z) := e "p1(z/€), gdzie 1 € C°(R") jest ustalona
nieujemng funkcjg o catce réwnej 1. Wowcezas zbieznos$é u x . — u i Vu * . — Vu
w LP(R™) (przy e — 0) daje dowdd Twierdzenia B.3 w szczegblnym przypadku © = R™.
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B.2 Fundamentalne twierdzenia

Twierdzenie B.4 (Sobolewa o wlozeniu). Zalézmy, ze 1 < p < n. Wowczas kazda
funkcja u € WHP(R™) nalezy do LP"(R™), gdzie p* = 2. Ponadto

n—p’
o 1/P*<C Tyl 1/p
(Ll ) <o ([ 1vap)

Twierdzenie B.5 (Morreya). Zalézmy, ze p > n. Wéwczas kazda funkcjau € W1P(R™)

posiada ciggtego reprezentanta, ktory speinia warunek Holdera z wykladnikiem v = 1—%.

Twierdzenie B.6 (Rellicha-Kondraszowa). Zalézmy, ze Q C R™ jest obszarem ogra-
niczonym o brzegu klasy C'. Wéwczas wlozenie WP (Q) C LP(Q) jest zwarte. Innymi
stowy: z dowolnego ciggu ograniczonego w WhP(Q) mozna wybraé podciqg zbiezny w
normie LP(2).

W powyzszym twierdzeniu mozna zastapi¢ p przez dowolny wyktadnik 1 < ¢ < p*
(gdy 1 < p < n) lub wyktadnik 1 < ¢ < oo (gdy p > n). Zalozenie o ograniczonosci €2
jest jednak kluczowe.

Na koniec tej sekcji przytoczmy jeszcze elementarny lemat o mozliwosci ztoze-
nia 7 o u funkcji Sobolewa u z funkcja gtadka 7. Na jego potrzeby przyjmujemy, ze
u: Q — R? nalezy do WP(Q, R?) wtedy i tylko wtedy, gdy v/ € WHP(Q) dla wszyst-
kich j =1,...,d.

Lemat B.7. Jesliu € WP(Q,RY) oraz m € CX(RY, R™), to funkcja v := wou réwniez
lezy w WP, Ponadto zachodzi wzér na réiniczke zlozenia: Oyv = V,0au w stabym
sensie.

Dowadd. Jest jasne, ze funkcja Vm,0,u lezy w LP, wiec pozostaje sprawdzié, ze jest
staba pochodna v. Ustalmy w tym celu funkcje testowa ¢ € C2°(£2). Na mocy Twier-
dzenia B.3 istnieje cigg gtadkich przyblizen u, — u w WP, i oczywiscie podobne
stabe sformutowanie jest prawda dla wu:

/ o V1, Oquy, do = —/ Ontp T, d.
Q Q

Zbieznos$¢ prawej strony wynika wprost z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej:
up — u p.w.1wrezultacie m,, — 7, p.w. Z lewej strony mozemy zastosowac nieréwnos¢
trojkata

’/go(unk(‘?auk — Vﬂuﬁau)‘ < ’/@unk(aauk — ﬁau)‘ + '/@(Vﬂ'uk — V7,)0u| .

Pierwszy wyraz szacuje si¢ przez stala razy [ |p||Vur — Vu|, wiec zbiega do zera na
mocy u; — u w WP, Zbieznoéé drugiego wyrazu ponownie uzasadniamy za pomocs
twierdzenia o zbiezno$ci zmajoryzowane;. ]
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B.3 Nieréwnosci typu Poincarégo

Nieréwnoscia typu Poincarégo nazwiemy kazde twierdzenie postaci: ,wielko$¢ |u| jest
ograniczona przez wielkosé |Vu|”. By¢ moze najprostszym sformutowaniem tego typu
jest nier6wnosé |u(x) — u(y)| < |z — y| - ||t || oo-

Do pézniejszych zastosowan bedzie nam potrzebny Lemat B.9 — nieréwnosci Poin-
carégo z gtadka waga. W tym celu zacznijmy od wyniku pomocniczego:

Lemat B.8. Jesli u: B, — R jest funkcjq klasy C* oraz x € B,, to

£ ) -l ay s [ T

B, |x

ze stalg miezalezng od x.

Dowdéd. Kazdy punkt y € B, (poza y = x) mozemy przedstawi¢ jednoznacznie w po-
staci x + tA dla pewnych ¢ > 01 A € S""'. Réznice |u(z) — u(y)| szacujemy wtedy
przez pochodng kierunkowa:

z+t(A)A

lu(z) —u(y)| = ‘ (x4 sA) / A Vu(z + s\)| ds < /Ot(A) |Vu(x + sA)| ds.

Zat(\) > 0 przyjeliémy tutaj maksymalng mozliwg warto$é, czyli max{t > 0 : x+t\ € B,.}.
Catkujac po wszystkich y € B,, otrzymujemy

2r
£, lutx) —uly \dy—|B|/ J o 10 =)l Ly, dy

"B, |/ " l/gn Nu(@) —u(z +tA)|Lopire, dA dt

g,B’/ t"‘l/g / Vu(z + sA)| ds dA dt.
r 0 n—1 0

Stosujac twierdzenie Fubiniego, obliczamy osobno catke [ "~ dt = L(2r)", co daje
nam

t(A)
][ u(z) — u(y)| dy < /S /0 IVu(z + s\)| ds dA

2r
_ / sl / IWU(m”A)lﬂmAeBr d\ ds
0 g

Sn—l
[Vu(y)|

B, ’.’13 _ y’nfl

A interesujaca nas nieréwnos$¢ Poincarégo jest nastepujaca:

Lemat B.9. Niech u € WVY(By). Zalézmy, ze funkcja o € C°(By) jest niewjemna
i spetnia [g @ = 1. Zdefiniugmy ponadto p.(x) := e "p(x/e) oraz u. = u * ..
Wowczas

L qu@) = welwo) de S e gl [ V(@) da
e(xO) B(

€ IO)

dla kazdej kuli B:(xo) C By.
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Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze u € C'. Funkcje podcatkows szacujemy wowczas przy
uzyciu poprzedniego lematu:

u(e) —ue(oo)l = | [, () — u(w)ely — o) dy

< lu(z) — u(y)|p:(y — xo) dy
B:(z0)

<lell,  luta) —u(w)| dy

\Y
Slell [ VUL
Be(zo) | — y|? !

Zalezno$é od x jest jedynie w mianowniku, a scatkowanie po x € B.(xy) daje (przez
powiekszenie obszaru catkowania i podstawienie)

dz dz
Be(wo) | — y|" Bae(y) |x — y|™

dz
= 2¢ /B1 T,ﬂ_l
=C(n)-e.

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego, otrzymujemy wiec zadang nieré6wnosc.

W ogélnym przypadku u € Wh1(B;) pozostaje powolaé si¢ na Twierdzenie B.3.
Przyjmijmy ciag funkecji gtadkich u®) spemiajacy u® — u w W'(B;). Poniewaz
wowezas u) — u oraz Vul®) — Vu w LY(B)), a ponadto u.(zo)® — u.(xg), wiec
z nieréwnosci dla u® otrzymujemy w granicy nieréwnosé dla wu. ]

Whiosek B.10. Jesli w poprzednim twierdzenia zalozymy u € WH(By), to uzysku-
Jemy

1/n
£ (@) = el do S gl ( [ vu@) dx)
B:(z0) B:(z0)

przez zastosowanie nierowno$ci Holdera do prawej strony nieréwnosci.

B.4 Funkcje Sobolewa o wartosciach w zadanej roz-
maitosci

Niech €2 C R™ bedzie — tak jak poprzednio — otwartym podzbiorem R". Ustalmy tez
zamknieta gtadka podrozmaitosé N C R% Przypomnijmy, ze W1P(Q, R?) oznacza
przestrzen funkcji u, dla ktérych wszystkie sktadowe v/ (5 =1,....,d) leza w W?(Q).

Definicja B.11 (przestrzeni Sobolewa). Przestrzeni W'P(Q, ') sktada si¢ z funkcji
u € WHP(Q,R?) spetiajacych u(z) € N dla p.w. z € Q.

Odnotujmy, ze WP(Q, N) nie jest podprzestrzenia liniowa u € WhP(Q, R?), jest
za to domknigtym podzbiorem. Zal6zmy mianowicie, ze u, € W1?(Q, N) oraz uj, — u
w WP(Q,RY). Wéwezas na podciagu mamy u, — u p.w. i z domknietosci N7 C R?
wnioskujemy, ze u(z) € N p.w.

Kolejng rzeczg, ktérg warto odnotowad, jest fakt stycznosci pochodnych v do N
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Lemat B.12. Jesli u € W'P(Q,N), to Oyu(z) € TyyN dlaa=1,...,n oraz p.w. z.

Dowdd. Niech w: N, — N bedzie rzutem na najblizszy punkt. Zauwazmy, ze dla
p-w. x €  ztozenie v = 7 o u jest dobrze okreslone oraz pokrywa sie z u. Mozemy
7 przedtuzyé do funkcji 7 € C°(R% R?), by zlozenie bylo poprawnie zdefiniowane
wszedzie. Z Lematu B.7 (i jednoznacznosci stabej pochodnej) uzyskujemy

Oqut = V1, 0uu dla p.w. x.

Dla tych z, dla ktérych u(x) € N, rézniczka V, jest rzutem ortogonalnym na prze-
strzen styczng Ty, N, co dowodzi stycznodei Oy u. n

Rozwiazanie (HMF) jest mozliwe dla dowolnego przeksztalcenia poczatkowego
ug € WH2(T", N). W przypadku dwuwymiarowej dziedziny konstrukcja Struwego (roz-
dziat 6) zaczyna sie jednak od przyblizenia ug funkcjami gtadkimi; konieczny jest wiec
ponizszy lemat.

w m?ej,s‘g CT"RmOga Lemat B.13. Funkcje gladkie C>®(T", N') stanowig gesty podzbiér przestrzeni WH(T™ N).
przyjac¢ { C R™. Dla
torusa latwiej jest jednak
uzupelnié¢ szczegoly Zbiezno$¢ wyktadnika z wymiarem dziedziny jest tu kluczowa. W ogdlnosci nie jest

techniczne. - phrawda, ze funkcje gladkie sa geste w W5HP(T™ N). Innymi stowy, moze si¢ zdarzyé, ze
HYP(T, N) # WEHP(T? N) (a dla ogdlnej rozmaitosci M w dziedzinie tym bardziej).

Smutng konsekwencja takiego faktu jest, ze dla niektérych ug € WH2(T", N') — mia-
nowicie dla takich, ktére nie daja sie przybliza¢ funkcjami gltadkimi — potok (HMF)
u: [0,00) x T" — N tworzy osobliwosci w nieskoniczenie krétkim czasie. Dokladniej, dla
kazdego 0 > 0 posiada osobliwo$¢ w (0,0) x T™. W przeciwnym przypadku zbieznosé
up — ug w WhH2 — ktéra faktycznie ma miejsce — dawataby gladkie przyblizenie ug.

Dowdd. Standardowe przyblizenie przez splot u. := uxp. na pewno daje nam u, € C>(T" R?)
oraz u. — u w W'". Pozostaje zmodyfikowaé¢ to przyblizenie w taki sposob, by przyj-
mowalo wartosci w .

W tym celu rozwazmy otoczenie tubularne N, oraz wielkosé

d(r) == sup \Vu(z)|" da.

B, (p)CT" / Br(p)

Ze wzgledu na absolutna ciagto$¢ catki wzgledem miary mamy 6(r) — 0 przy r — 0.
Ustalmy teraz p € T". Z nieréwnosci Poincarégo (Wniosek B.10)

1/n
w(x) — us dr < Vu(x)|™ dz géal/n,
£ o) - wlars ([ [ as) <o

dla dostatecznie matych € > 0 otrzymana warto$¢ jest wiec mniejsza od €y — promienia
otoczenia tubularnego. Istnieje punkt x € B.(p), dla ktérego wartos¢ |u(x) — u.(p)|
nie przekracza $redniej, a wiec |u(z) — u-(p)| < o (zbiér takich x ma nawet dodatnia
miar¢). Poniewaz u(z) € N dla p.w. x € T, to dowodzi dist(u.(p), N') < &g, a wiec
us(p) € Ng,. Pozwala nam to rozwazy¢ ztozenie u. z rzutem 7: N, — N

ve(z) = m(ue(x)).
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Nadal jest to funkcja gladka, jednak spetia v.: T — A. Ponadto
luc(z) — ve(2)| = dist(us (), N) < |ue(z) — u(z)] dlapw. zeT"

co dowodzi zbieznosci w L?. Korzystajac z réwnosci Vi, Vu(z) = Vu(z) (Lemat
B.12), zbieznos¢ gradientéw mozemy uzyskaé poprzez nieréwnosé trojkata:

V0.(2) = V()| = [V, ) Vte () — Vraga V()
< |V7Tu€(x)(vu5($) — Vu(z))| + |(V7Tus(x) - VWU(x))VU<x)|
S [Vue(z) = Vu(z)] + fus(z) — u(z)] - [Vu(z)].

Po rozwazeniu normy L? widzimy, ze pierwszy wyraz zbiega do zera wprost z zalozenia,
a drugi na mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej dzigki warunkowi u. — wu
p-w. O
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Dodatek C

Propozycje tematow zaliczeniowych

Ponizsza lista propozycji tematéw zaliczeniowych:

— zawiera jedynie propozycje — zakres tematyczny eseju zaliczeniowego moze od nich od-
biegac¢, jestem otwarty na dyskusje;

— zapewne jeszcze si¢ wydluzy;

— nie jest zobowiazujaca — mozna zaproponowaé jakis inny temat w konsultacji ze mna.

Zasady zaliczania beda dostepne na kursie Moodle.
Potok (HMF) dla rozmaitosci o niedodatniej krzywiznie sekcyj-
nej

Oproécz wlasnosci sformutowanych w Twierdzeniu 4.9 mozna pokazaé¢ wiecej:

e zbieznos$é¢ u; — U przy t — oo zachodzi bez potrzeby wybierania podciggu;

e graniczne przeksztalcenie u,, minimalizuje energi¢ Dirichleta w swojej klasie
homotopii;

e przeksztalcenia harmonicznych w tej klasie homotopii stanowig zbior spdjny.

Jako zr6dto moze stuzy¢ oryginalna praca Hartmana [Har67] lub ksiazka Lina i Wanga
[LWO08, Ch. 5.3].

Potok (HMF) u: [0,00)xB? — S? z warunkiem brzegowym u;(z) = z

W przypadku potoku (HMF) u: [0, 00) xB? — S? oprécz przeksztatcenia poczatkowego
konieczne jest tez okreslenie warunku brzegowego. Jedli przyjmiemy warunek Dirichleta
u(r) = x dlat > 0, z € S?, to okazuje sie, ze rozwiazanie u; zbiega przy t — 00
(w odpowiednim sensie) do przeksztalcenia uo(z) = fa7- Jako Zrédlo moze shuzyc
oryginalna praca Honga [Hon98].
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Symulacja numeryczna (HMF)

Zadaniem bytaby numeryczna symulacja potoku przeksztatcen harmonicznych z jedno-
wymiarowej dziedziny, wraz z koniecznym komentarzem teoretycznym (dotyczacym za-
stosowanych rozwiazan) i przygotowaniem prezentacji. W gre wchodzi dziedzina [0, 1]
(z warunkami brzegowymi Dirichleta) oraz S'.

Geometryczne aspekty konstrukcji Struwego

Potok (HMF) u: [0,00) x M — N w dw6ch wymiarach (tzn. gdy dim M = 2) w ogdl-
nosci nie zadaje homotopii miedzy przeksztatceniami u, dla réznych ¢, gdyz moze mieé
nieciggtosci. Tych jest jednak tylko skonczenie wiele. Zachowanie u w punkcie oso-
bliwym (¢9, z9) daje sie opisa¢ za pomoca gladkiego przeksztalcenia harmonicznego
w: S? — N (bgbla). Ponadto typ homotopijny us,_s (tuz przed osobliwoscia) jest
réwny typowi homotopijnemu uy, s (tuz po osobliwosci) z doklejonym bablem w.

Co wiecej, przy ¢ — oo mamy zbiezno$¢ u; — u, do przeksztalcenia harmonicz-
nego Us: M — N, i zbieznoé¢ ta ponownie jest gladka poza skoficzonym zbiorem
osobliwym, na ktorym oddzielaja sie harmoniczne bable. W konsekwencji kazdy typ
homotopijny (zadany przez przeksztatcenie poczatkowe ug: M — N') mozna reprezen-
towaé poprzez sklejenie skoficzonej liczby przeksztalcen harmonicznych w;: §* — N
z przeksztatceniem harmonicznym ., : M — N.

Wigcej na ten temat mozna znalezé w ksiazce Lina i Wanga [LWO08, Ch. 6] lub
oryginalnej pracy Struwego [Str85].

Problem Ginzburga-Landaua

Konstrukcja potoku przeksztatcen harmonicznych w wymiarze n > 3 [CS89] opiera sie
na problemie pomocniczym, w ktérym rozwigzanie nie musi przyjmowaé wartosci w
N, ale jest niejako karane za odbieganie od N'. Pomys? ten jest motywowany modelem
nadprzewodnictwa pochodzacym od Ginzburga i Landaua. W jego najbardziej uprosz-
czonej wersji chcemy minimalizowaé energi¢ Dirichleta E(u) dla funkcji u: B> — S!
z zadanym warunkiem brzegowym ¢: S* — S!. Gdy ¢ jest homotopijnie nietrywialne,
klasa dopuszczalnych funkcji (v € WH(B2,S'), ulgt = g w sensie $ladu) jest jednak
pusta, wiec trzeba znalez¢ inna droge.

Ta droga jest dopuszczenie dowolnych przeksztatcen u: B2 — R2, ale za to mini-
malizowanie funkcjonatu Ginzburga-Landaua

1 1
Bw) =5 [ IVl + 5 [ (lul* =1

dla pewnej malej wartosci € > 0; funkcjonal ten posiada jednoznaczne minimum ..
Mozna wykaza¢ szereg wtasnosci tych miniméow, i w szczegélnosci wykazaé zbieznosé
us. — u (przy € — 0) do funkcji, ktéra w pewnym sensie rozwiazuje problem wyjsciowy.
Dobrym 7rédiem jest wstep do ksiazki Bethuela, Brezisa i Héleina [BBH17].
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Funkcje klasy Sobolewa niemajace gtadkich przyblizen

Zawieranie HY2(B3,S?) C W12(B3, S?) jest whasciwe — nie kazda funkcjau € WH2(B3, S?)

da sie przyblizy¢ funkcjami gtadkimi. Przykladem jest u(z) = a7 @ dowdd opiera sig

|z
na badaniu stopniu przeksztatcenia S? — S?.

Oto szkic. Niech w € Q%(S?) bedzie 2-forma rézniczkowa na S? o niezerowej calce
(np. forma objetosci). Wowezas u*w € L' (B?). Dla gladkiego v: B® — S? przekonujemy
sie, ze

d(v'w) = v*(dw) = v*0 =0,
w konsekwencji catka po dowolnej sferze [q v*w (czyli wlasnie stopien przeksztafcenia)
jest rowna zero. Tymczasem dla u nie jest!

Plan maksimum to

e zredagowaé kompletny dowdd faktu, ze u(x) = [z hie jest granicy funkcji gtad-

kich w W12(B3, S?);

e w podobny sposéb wyprowadzi¢ twierdzenie Brouwera o retrakcji: nie istnieje
funkcja ciagla u: B> — S? (mozna przyjaé, ze gtadka), dla ktérej u‘aﬂaai’) = id;

e omé6wié (niekoniecznie udowodnié) twierdzenie charakteryzujace, ktére funkcje
w WH2(B3,S?) posiadaja gtadkie przyblizenia, a ktére nie (warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym okazuje sie d(u*w) = 0 w sensie dystrybucyjnym).

Do pierwszego punktu zrédlem moze byé praca Schoena i Uhlenbeck [SU83, Sec. 4],
a do trzeciego — artykul Bethuela [Bet90, Th. 1].
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